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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts
▼❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞❡ t❤ès❡ s♦♥t ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉❡ ❥✬❛✐♠❡r❛✐s r❡♠❡r❝✐❡r✳ ❏érô♠❡
❡t ❇❡r♥❛r❞ ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❞✬♦❜s❡r✈❡r
❧❛ ♣❛ss✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉t ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡r ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ r✐❣✉❡✉r ♥é❝❡ss❛✐r❡ à s❛ ❜♦♥♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❏✬❡♥
s✉✐s ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❝♦♥✈❛✐♥❝✉✱ ❥❡ ♥✬❛✉r❛✐ ♣❛s ♣✉ ❢❛✐r❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❤♦✐① ❧♦rsq✉❡ ❥✬❛✐ ❝❤♦✐s✐ ❧❡
s✉❥❡t ❞❡ t❤ès❡ ❞❡ ❏érô♠❡✳
❇✐❡♥ sûr✱ ❧❡s ❞♦❝t♦r❛♥ts ❞✉ ▲❛♠s❛❞❡ ♦♥t ❝♦♥st✐t✉é ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛✈❡♥t✉r❡✳ ❈❡✉① ❛✈❡❝
q✉✐ ❥✬❛✐ ❝♦♠♠❡♥❝é ♠❛ t❤ès❡✱ ❆♠✐♥❡✱ ◆✐❝♦❧❛s✱ ❘❛❢❛ë❧ ❡t ❚♦♠✱ s♦♥t ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ♠✬♦♥t ❧❡
♣❧✉s ❛♣♣♦rté ♣❡♥❞❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥s ❡t ❞❡♠✐❡✱ ❝❤❛❝✉♥ à ❧❡✉r ♠❛♥✐èr❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡s ❛♥❝✐❡♥s
❞♦❝t♦r❛♥ts✱ ❋❧♦r✐❛♥✱ ❘❡♥❛✉❞✱ ❉❛❧❛❧✱ ➱❞♦✉❛r❞✱ ❘❛❥❛✱ ▲②❡s✱ ❆♠✐♥❡✱ ▲②❞✐❛✱ ▲✐❛♥❣❧✐❛♥❣✱ ❡♥tr❡
❛✉tr❡s✱ ♣♦✉r ❧❡✉r ❝❤❛❧❡✉r❡✉① ❛❝❝✉❡✐❧ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦❝✲
t♦r❛♥ts ♣❧✉s ré❝❡♠❡♥t ❛rr✐✈és✱ q✉✐ ♦♥t ré✉ss✐ à ✐♥st❛✉r❡r ✉♥❡ ❛♠❜✐❛♥❝❡ ❢r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❛♠✐❝❛❧❡
✭❡t st✉❞✐❡✉s❡✮ ❞❛♥s ❧❡s tr♦✐s ❜✉r❡❛✉①✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ à ▼❛r❡❦✱ ❙❛t②❛✱ ❙❛♠✐✱ ●✐✉❧✐❛✱ ■r❡♥❡✱ ❨♦✉❝❡❢✱
▲✐♥❞❛ ❀ à ❏✉st✐♥✱ ■❛♥✱ ▼②r✐❛♠✱ ❋❛❜✐❡♥✱ ❆♥♥❛ë❧❧❡✱ ❚❤♦♠❛s ❀ à ❑❤❛❧✐❧✱ ■♦❛♥♥✐s✱ ▼❛✉❞❡✱ P❡❞r♦✱
❙❛❡❡❞✱ ❍✐❜❛✱ ❉✐❛♥❛✱ ❡t ❥✬❡♥ ♦✉❜❧✐❡✳
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ♣❡r♠❛♥❡♥ts ❞✉ ▲❛♠s❛❞❡ ❞❛♥s ❧❡✉r ✐♥té❣r❛❧✐té✱ ♠❛✐s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐❡r ❝❡✉① q✉✐ ♠✬♦♥t ❞♦♥♥é ❡♥✈✐❡ ❞❡ ❞é❝♦✉✈r✐r ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛❝❛❞é♠✐q✉❡✱ ❏érô♠❡
❜✐❡♥ sûr✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❇r✉♥♦✱ ❈é❝✐❧❡✱ ▼❡❧t❡♠✱ ❉❡♥✐s✱ ❱❛♥❣❡❧✐s✱
❇❡r♥❛r❞ ❡t ❏érô♠❡ ❀ ❡t ❝❡✉① q✉✐ ♦♥t ❝♦♥tr✐❜✉é ❛✉ ❜♦♥ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✱ ❖❧✐✈✐❡r✱
➱❧é♥✐✱ ❑❛t❡r✐♥❛✱ ▼✐r❡✐❧❧❡✱ ◆❛t❤❛❧✐❡✱ ❍❛✇❛ ❡t ❏✉❧✐❡tt❡✳
◗✉❡❧q✉❡s ♣ré♥♦♠s r❡ss♦rt❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❥❡ ♣❡♥s❡ ❛✉① ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥✲
♥é❡s ❀ ❞❛♥s ❧❡ ❞és♦r❞r❡✱ ●ér❛r❞✱ ❈é❞r✐❝✱ ❚♦♥②✱ ❈❧é♠❡♥t✱ ■s❛❜❡❧❧❡✱ P❛✉❧✱ ❙é❜❛st✐❡♥✱ ❋❧♦r❡♥t✐♥♦✱
❇❛♣t✐st❡✱ ❏❡rr②✱ ❏❛♠❡s✱ ▼❛tt✐❛s✱ ❆rt❤✉r ❡t t♦✉s ❝❡✉① ❞♦♥t ❧❡ ♣ré♥♦♠ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s✳ ❏❡
♣❡♥s❡ ❛✉ss✐ ❛✉① ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❉♦ t❤❡ ❞❛♥❝❡✱ ❚r❛♥ ❡t ❇✐s♦✉s✱ ❆♥♦✉❦✱ ▼❛r✐♦♥✱ ❙❛♠✐ ❡t ❜✐❡♥
sûr ▼❛tt❤✐❡✉✱ q✉✐ ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ r❡♥♦✉❡r ❛✈❡❝ ❧❛ s❝è♥❡✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❥❡ ♣❡♥s❡ à ♠❡s s♦❡✉rs ❏✉st✐♥❡✱ ❏✉❧✐❛✱ ▼é❧✐ss❛ ❡t ❈❛♥♥❡❧❧❡✱ à ♠❡s ❢rèr❡s
❏✉❧✐❡♥ ❡t ◆❡❧s♦♥ ❡t ❛✐♥s✐ q✉✬à ♠❛ ♠èr❡ q✉✐ ♠✬♦♥t é❝♦✉té ❛tt❡♥t✐✈❡♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❥❡
❧❡✉r ❛✐ ♣❛r❧é ❞✬é❧❡❝t✐♦♥s ♦✉ ❞❡ s❛❝✲à✲❞♦s✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ➱r✐❝ ❡t ❘é♠②✳ ❏❡ ❧❡s r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉s
♣♦✉r ❧❡✉r ✐♥térêt ❡t ❧❡✉r ♣❛t✐❡♥❝❡✳
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✺✳✸ ❊♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵
✺✳✸✳✶ ❙❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵
✺✳✸✳✷ ❆✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸
✺✳✸✳✸ ➱t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹
✺✳✸✳✹ ❘és✉♠é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸
✺✳✹ ❊♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹
✈
✺✳✹✳✶ ❆♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺
✺✳✹✳✷ ❆✉tr❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽
✺✳✹✳✸ ❘és✉♠é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼
✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✻✾
✻✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✾
✻✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✸
❆♥♥❡①❡ ✶✼✼
Pr❡✉✈❡s ❡t ❡①❡♠♣❧❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✼
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✽✷
✈✐
❈❤❛♣✐tr❡ ✶
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❆✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t r❛♣✐❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❛ ♣r♦✈♦q✉é
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ♥♦s s♦❝✐étés✳ ▲❡s ♣r♦❣rès ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♦♥t ♣❡r♠✐s
❞✬é❧❛r❣✐r s♦♥ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ❞é❜♦✉❝❤é s✉r ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s
✐♥t❡r❞✐s❝✐♣❧✐♥❛✐r❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s❡ s✐t✉❛♥t à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥tr❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ ❡t
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❛ ❝♦♥♥✉ ✉♥ ✐♥térêt ❣r❛♥❞✐ss❛♥t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❞û à ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s é❝❤❛♥❣❡s
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✳ ▲✬é❝♦♥♦♠✐❡ ❡t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ s❡ r❡♥❝♦♥tr❡♥t ❡♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣♦✐♥ts✱ ❝❡❧✉✐ q✉✐
♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ r❡♥❝♦♥tr❡ ❡♥tr❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ✈♦t❡✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ✈♦t❡✱ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❡♥s✉✐t❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❡♥❥❡✉① ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧s q✉✬✐❧ ❡♥
r❡ss♦rt✳
▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✬❡♥tr❡ ♥♦✉s ♦♥t ❞é❥à ♣❛rt✐❝✐♣é à ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥✳ ❉ès ❧✬é❝♦❧❡ ♣r✐♠❛✐r❡✱ ♥♦✉s
✈♦t♦♥s ♣♦✉r é❧✐r❡ ❞❡s ❞é❧é❣✉és ❞❡ ❝❧❛ss❡✳ P✉✐s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❧✉s â❣és✱ ❧❛ s♣❤èr❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ ♥♦✉s ♦✛r❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❝❝❛s✐♦♥s ❞❡ ✈♦t❡r✳ ▼❛✐s ❧❡ ✈♦t❡ ❡st ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sé ♣❧✉s q✉♦✲
t✐❞✐❡♥♥❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rs ❞❡ té❧é✲❝r♦❝❤❡ts✱ ❞❡ ❝♦♥❝♦✉rs s♣♦rt✐❢s ✭♣❛t✐♥❛❣❡ ❛rt✐st✐q✉❡✱
s❦❛t❡❜♦❛r❞✮ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ✜❧♠s ✭■▼❉❇✮✳ ▲❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s✲
q✉❡❧❧❡s ❧❡ ✈♦t❡ s❡rt à ❛❣ré❣❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦♣✐♥✐♦♥s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ❡♥ ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡
s♦♥t ✈❛r✐é❡s✳ ❈❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞✐✛èr❡♥t s✉r tr♦✐s ♣♦✐♥ts ❡ss❡♥t✐❡❧s✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧✬❡♥❥❡✉ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✈♦t❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❢❛✐❜❧❡✱ ✈♦✐r ✐♥❡①✐st❛♥t✳
❏✬❛♣♣❡❧❧❡r❛✐ é❧❡❝t✐♦♥ ♣♦❧✐t✐q✉❡✱ t♦✉t❡ é❧❡❝t✐♦♥ ❛②❛♥t ♣♦✉r ✜♥❛❧✐té ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦t❛♥ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♦✉ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ q✉✐ ❛ ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ ♣❛r❧❡r
♦✉ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❛✉ ♥♦♠ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦t❛♥ts✳ ▲❡s é❧❡❝t✐♦♥s ♣♦❧✐t✐q✉❡s
♥❛t✐♦♥❛❧❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❛✈❡❝ ❧✬❡♥❥❡✉ ❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣rés✐❞❡♥t✐❡❧❧❡s✱ ❧❡s ❧é❣✐s❧❛t✐✈❡s
♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ré❣✐♦♥❛❧❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s ♣♦❧✐t✐q✉❡s à ❢❛✐❜❧❡ ❡♥❥❡✉✱ ♦✉ à ❡♥❥❡✉
très ❧♦❝❛❧✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ❞✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ♦✉ ❞✬✉♥ ❝♦♥s❡✐❧ ❞❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✳ ❊♥✜♥✱
❧❡s é❧❡❝t✐♦♥s ♣r♦❢❛♥❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♥♦♥ ♣♦❧✐t✐q✉❡s✱ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ♣❡✉
❞✬❡♥❥❡✉✳ ■❧ ♣❡✉t s✬❛❣✐r ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❞❛t❡ ❞❡ ré✉♥✐♦♥ ✭♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ t♦✉t s♦♥❞❛❣❡
❞❡ t②♣❡ ❉♦♦❞❧❡✮✱ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❛ss❡♠❜❧é❡ ❞❡ ❝♦✲♣r♦♣r✐ét❛✐r❡s✱ ❛ttr✐❜✉❡r
✉♥❡ ♥♦t❡ ❧♦rs ❞✬✉♥ ❝♦♥❝♦✉rs s♣♦rt✐❢ ✭♣❛t✐♥❛❣❡ ❛rt✐st✐q✉❡✱ s❦❛t❡❜♦❛r❞✱ s✉r❢✮✱ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❡s
✶
❝❛♥❞✐❞❛ts à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ✜♥✐s ♦✉
❞✬❛❝t✐✈✐tés ♣♦✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛❣❡♥ts ✭✈✐❧❧❡s à ✈✐s✐t❡r ❧♦rs ❞✬✉♥ ✈♦②❛❣❡✱ ❧✐✈r❡s à ❡♠♣♦rt❡r ❡♥
✈❛❝❛♥❝❡s✮✳ ▲✬❡♥❥❡✉ ❞✬✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ s✉r ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s
❛❝t❡✉rs ❡t ❞♦♥❝ s✉r ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té à ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ❡✛♦rts ❝♦❣♥✐t✐❢s ♦✉ ❞✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ✈♦t❛♥ts ❡st ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s
❛✈❡❝ ✉♥ ✭très✮ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❝♦♠♠❡ ❧❡s é❧❡❝t✐♦♥s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♥❛t✐♦♥❛❧❡s✱ ♦✉ ❧❡s
é♠✐ss✐♦♥s ❞❡ té❧é✲❝r♦❝❤❡ts ❝♦♠♠❡ ❧✬❊✉r♦✈✐s✐♦♥✳ ❈❡s s✐t✉❛t✐♦♥s r❡q✉✐èr❡♥t ✉♥❡ ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡s ♠♦②❡♥s ❛❞❛♣tés✳ ➚ ❧✬♦♣♣♦sé✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐❜❧❡✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❛ss❡♠❜❧é❡ ❞❡ ❝♦✲♣r♦♣r✐ét❛✐r❡s✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ t❡♥✉❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ❞❡
sé❧❡❝t✐♦♥✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡✳ ❉❛♥s ❝❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ✈♦t❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈❛r✐é❡s ♠❛✐s ♥❡ ♣♦ssè❞❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❞✬❡♥❥❡✉
s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✈♦t❡ s♦♥t✱ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s✱ ❛♥♦♥②♠❡s✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ q✉❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡s ✈♦t❛♥ts ♥❡ r❡♥tr❡ ♣❛s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥✳
❊♥✜♥✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ très ✈❛r✐é✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❝❡rt❛✐♥❡s s✐t✉❛✲
t✐♦♥s ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ très ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✶ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✈♦t❡ s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ✈♦t❡ s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✷✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s
❡st ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♣♦ssé❞❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ♣♦s✲
s✐❜❧❡s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡ ❞❡ ✈♦t❡ s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❡st ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♠❡♥✉
❝♦♠♠✉♥✱ ♦ù ✐❧ ♣❡✉t ❡①✐st❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥tré❡✱ ✉♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣❧❛t ❡t ✉♥❡ ♣♦✉r ❧❛
❜♦✐ss♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣❡✉t êtr❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s
❧❡s ré❢ér❡♥❞✉♠s ❡t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s é❧❡❝t✐♦♥s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ✭❝♦♠♠❡ ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ♣rés✐❞❡♥t✐❡❧❧❡✮✳
❈❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡①❡♠♣❧❡s ✐❧❧✉str❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ✈♦t❡ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ très ré♣❛♥❞✉❡ ♣♦✉r
❛❣ré❣❡r ❞❡s ♦♣✐♥✐♦♥s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ❡♥ ✉♥ ❝❤♦✐① ❝♦❧❧❡❝t✐❢✳ ❊t ♣✉✐sq✉❡ ❝❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t très
✈❛r✐és✱ ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧✬✐ss✉❡ ❞✉ ✈♦t❡ ❧❡ s♦♥t t♦✉t ❛✉t❛♥t✳ ▲❡ ❝❤♦✐①
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❞é♣❡♥❞ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
✈♦t❛♥ts ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ❋r❛♥❝❡✱ ❧❡ ♣rés✐❞❡♥t ❡st é❧✉ ❛✉ s❝r✉t✐♥
✉♥✐♥♦♠✐♥❛❧ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡ à ❞❡✉① t♦✉rs✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛❞❛♣té ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ à ❢♦rt ❡♥❥❡✉✱ ❛✈❡❝
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts très é❧❡✈é ❡t ♣❡✉ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ❝❡ ♠♦❞❡ ❞❡
s❝r✉t✐♥ ❢❛❝✐❧✐t❡ s❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ à très ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✱ t♦✉t ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉① ✈♦t❛♥ts ❞❡
s✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡st ❢❛✐❜❧❡✳
■❧❧✉str♦♥s ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✈♦t❡ ❡t ❞❡ ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡✳ ❯♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞♦✐t ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ s♣♦rt✐✈❡ à
❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ s❡s ♠❡♠❜r❡s ♣❛r♠✐ tr♦✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✿ ✉♥❡ ♣✐s❝✐♥❡ ✭P✮✱ ✉♥ t❡rr❛✐♥ ❞❡ t❡♥♥✐s ✭❚✮
❡t ✉♥ ♠✐♥✐✲❣♦❧❢ ✭●✮✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té✱ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡♥t✱ ♣♦ssè❞❡♥t
❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❝❡s ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t rés✉♠❡ ❝❡s
♣ré❢ér❡♥❝❡s ✿
❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ✹✺ ✈♦t❛♥ts ♣ré❢èr❡♥t ❧❡ t❡rr❛✐♥ ❞❡ t❡♥♥✐s ✭❚✮ à ❧❛ ♣✐s❝✐♥❡ ✭P✮✱ ❡t ❧❛
♣✐s❝✐♥❡ ✭P✮ ❛✉ ♠✐♥✐✲❣♦❧❢ ✭●✮✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ❈♦♠♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞♦✐t✲❡❧❧❡ ❝❤♦✐s✐r
✶✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧❡ t❡r♠❡ ✏❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✑ ❡st à ♣r❡♥❞r❡ ❛✉ s❡♥s ❛♥❣❧❛✐s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
♣❛r♠✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝❤♦✐①✳
✷✳ ▲❡ ✈♦t❡ s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❡st ♣rés❡♥té ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✳
✷
✹✺ ✸✹ ✷✶
❚ ● P
P P ●
● ❚ ❚
✉♥❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❝❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❄ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ q✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ✈♦t❡ ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡t ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❄ ❉✬✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ é❧❡❝t✐♦♥ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛❣❡♥ts ✈♦t❡ ♣♦✉r é❧✐r❡ ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ♣❛r♠✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❆✐♥s✐✱
t❡♥t♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ✈♦t❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ❉❛♥s ❞❡
♥♦♠❜r❡✉s❡s é❧❡❝t✐♦♥s ♣♦❧✐t✐q✉❡s✱ ❧❛ rè❣❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ♣❧✉r❛❧✐té q✉✐ é❧✐t ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t
q✉✐ ❡st r❛♥❣é ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥
❝❤♦✐s✐r❛✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❡rr❛✐♥ ❞❡ t❡♥♥✐s ✭❚✮✳ ❊♥ ❋r❛♥❝❡✱ ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ♣rés✐❞❡♥t✐❡❧❧❡
s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s✳ ❆✉ ♣r❡♠✐❡r t♦✉r✱ s❡✉❧s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts r❛♥❣és ❧❡ ♣❧✉s ❞❡
❢♦✐s ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦s✐t✐♦♥ s♦♥t ❛❞♠✐s ♣♦✉r ✉♥ ❢❛❝❡✲à✲❢❛❝❡ ❛✉ s❡❝♦♥❞ t♦✉r✳ ❈❡❧❛ rés✉❧t❡r❛✐t
❡♥ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✐s❝✐♥❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r t♦✉r✱ ♣✉✐s ♣❛r ✉♥❡ ✈✐❝t♦✐r❡ ❞✉ ♠✐♥✐✲❣♦❧❢ ✭●✮ s✉r
❧❡ t❡rr❛✐♥ ❞❡ t❡♥♥✐s ❛✉ s❡❝♦♥❞ t♦✉r ♣✉✐sq✉❡ ✺✺ ♠❡♠❜r❡s ♣ré❢èr❡♥t ❧❡ ❣♦❧❢ ❛✉ t❡♥♥✐s✳ ❯♥❡
❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉s✉❡❧❧❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ✐❝✐ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡
❝❤♦✐s✐r ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ q✉✐ ❣❛❣♥❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♣❛r ♣❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❛✉tr❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣✐s❝✐♥❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs
❣❛❣♥❛♥t❡ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥ ❢❛❝❡✲à✲❢❛❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✺✺ ♠❡♠❜r❡s ♣ré❢èr❡♥t ❧❛ ♣✐s❝✐♥❡
❛✉ t❡rr❛✐♥ ❞❡ t❡♥♥✐s ❡t ✼✾ ❧❛ ♣ré❢èr❡♥t ❛✉ ♠✐♥✐✲❣♦❧❢✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡✱
❧✬✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ♣✐s❝✐♥❡ ✭P✮✳
❈❡s tr♦✐s rè❣❧❡s✱ q✉✐ ♣❛r❛✐ss❡♥t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à tr♦✐s ré✲
s✉❧t❛ts ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✈♦t❡✱ ❡t
♣❧✉s ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧✱
q✉✐ ❡♥❣❧♦❜❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ✈♦t❡✱ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❝❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡✳
▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s r❡♠♦♥t❡ à ❧✬❛♥t✐q✉✐té ❡t ❥❡ ♣rés❡♥t❡r❛✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t
✉♥❡ ❜rè✈❡ ❤✐st♦✐r❡ ❞❡ s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥✳
✶✳✶ ❇rè✈❡ ❤✐st♦✐r❡ ❞✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧
❖♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r tr♦✐s ♣ér✐♦❞❡s ❞❛♥s ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧✱ ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❇r❛♥❞t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✳
❉✉r❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣ér✐♦❞❡✱ q✉✐ s✬ét❡♥❞ ❞❡ ❧✬❛♥t✐q✉✐té ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✉ XX❡ s✐è❝❧❡✱ ❧❡s
tr❛✈❛✉① s❡ s♦♥t ❝♦♥❝❡♥trés s✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ rè❣❧❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ❡t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❞é❢❛✉ts à
tr❛✈❡rs ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣ré❝✐s✳ P❧✐♥❡ ❧❡ ❏❡✉♥❡✱ sé♥❛t❡✉r r♦♠❛✐♥ ❞✉ I❡r s✐è❝❧❡✱ ♦✉ ❘❛♠♦♥ ▲❧✉❧❧✱
♣❤✐❧♦s♦♣❤❡ ❝❛t❛❧❛♥ ❞✉ XIII❡ s✐è❝❧❡✱ s♦♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣✐♦♥♥✐❡rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s
❞❡ ✈♦t❡✳ ▼❛✐s ✐♥tér❡ss♦♥s✲♥♦✉s ❛✉ XV III❡ s✐è❝❧❡ q✉✐ ❛ ❝♦♥♥✉ ❧❡s ❞❡✉① ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣ér✐♦❞❡✱ ❞✉❡s à ✉♥ ✐♥❣é♥✐❡✉r✱ ❏❡❛♥✲❈❤❛r❧❡s
❞❡ ❇♦r❞❛✱ ❝❤❡✈❛❧✐❡r ❞❡ ❇♦r❞❛ ✭✶✼✸✸✕✶✼✾✾✮✱ ❡t ✉♥ ♣❤✐❧♦s♦♣❤❡✱ ▼❛r✐❡ ❏❡❛♥ ❆♥t♦✐♥❡ ◆✐❝♦❧❛s ❞❡
✸
❈❛r✐t❛t✱ ♠❛rq✉✐s ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t ✭✶✼✹✸✕✶✼✾✹✮✳ ❏❡❛♥✲❈❤❛r❧❡s ❞❡ ❇♦r❞❛ ♣r♦♣♦s❛ ❡♥ ✶✼✼✵ ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈♦t❡✱ ❝♦♥♥✉❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❇♦r❞❛✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❤❛q✉❡
✈♦t❛♥t ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❈❤❛q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t r❡ç♦✐t ❛❧♦rs ✉♥ ♣♦✐♥t
♣♦✉r t♦✉t ❝❛♥❞✐❞❛t ♠♦✐♥s ❜✐❡♥ ❝❧❛ssé q✉❡ ❧✉✐✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡st é❧✉✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♠❛rq✉✐s ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t tr♦✉✈❛ ✉♥ ❞é❢❛✉t ♠❛❥❡✉r à
❝❡tt❡ rè❣❧❡✱ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ♠❡tt❛♥t ❡♥ s❝è♥❡ tr♦✐s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡t ♦♥③❡ ✈♦t❛♥ts ✿
✹ ✸ ✷ ✷
▲✐♦♥❡❧ ◆✐❝♦❧❛s ◆✐❝♦❧❛s ❏❡❛♥✲▼❛r✐❡
◆✐❝♦❧❛s ❏❡❛♥✲▼❛r✐❡ ▲✐♦♥❡❧ ▲✐♦♥❡❧
❏❡❛♥✲▼❛r✐❡ ▲✐♦♥❡❧ ❏❡❛♥✲▼❛r✐❡ ◆✐❝♦❧❛s
❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉❛tr❡ ✈♦t❛♥ts ♣ré❢èr❡♥t ▲✐♦♥❡❧ à ◆✐❝♦❧❛s✱ q✉✬✐❧s ♣ré❢èr❡♥t à ❏❡❛♥✲
▼❛r✐❡✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ▲❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇♦r❞❛ ❡st ◆✐❝♦❧❛s
✭❛✈❡❝ ✹ · ✶✰✸ · ✷✰✷· ✷✰✷· ✵ ❂ ✶✹ ♣♦✐♥ts✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡ ✈♦t❛♥ts ♣ré❢èr❡ ▲✐♦♥❡❧ à
◆✐❝♦❧❛s ✭✻ s✉r ✶✶✮✱ ❡t ♣ré❢èr❡ ▲✐♦♥❡❧ à ❏❡❛♥✲▼❛r✐❡ ✭✻ s✉r ✶✶✮✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇♦r❞❛ ♥✬é❧✐t ♣❛s
▲✐♦♥❡❧ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ♣ré❢éré à t♦✉t ❛✉tr❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣❛r ✉♥❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳
▲❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ▲✐♦♥❡❧ ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t q✉✐ ❣❛❣♥❡ ❝♦♥tr❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❛✉tr❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♣❛r
à ♣❛✐r❡✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❞❡✉① ✈♦t❛♥ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s❡ ❥♦✐❣♥❡♥t à ❧✬é❧❡❝t✐♦♥✱ ❝❡s ❞❡✉①
✈♦t❛♥ts ♣ré❢ér❛♥t ❏❡❛♥✲▼❛r✐❡ à ▲✐♦♥❡❧✱ ❡t ▲✐♦♥❡❧ à ◆✐❝♦❧❛s✳ ■❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ♠❛❥♦r✐té
❞❡ ✈♦t❛♥ts q✉✐ ♣ré❢èr❡♥t ▲✐♦♥❡❧ à ◆✐❝♦❧❛s ❡t ✉♥❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡ ✈♦t❛♥ts q✉✐ ♣ré❢èr❡♥t ◆✐❝♦❧❛s
à ❏❡❛♥✲▼❛r✐❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡ ✈♦t❛♥ts ♣ré❢ér❛♥t ❏❡❛♥✲▼❛r✐❡
à ▲✐♦♥❡❧✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡
❝②❝❧✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ ♣❛r❛❞♦①❡ ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉
♠❛rq✉✐s ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t✱ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ♣❛r ♣❛✐r❡s✱ ♥❡ ❝♦♥❞✉✐t ♣❛s
t♦✉❥♦✉rs à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❧❛✐r❡✳
▼❡♥t✐♦♥♥♦♥s ❡♥✜♥ ❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❡t ❛✉t❡✉r ❜r✐t❛♥♥✐q✉❡ ❈❤❛r❧❡s ❉♦❞❣s♦♥ ✭✶✽✸✷✲✶✽✾✽✮
q✉✐ ♣r♦♣♦s❛ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ♣❛r ♣❛✐r❡s é❝❤❛♣♣❛♥t à ❝❡ ♣❛r❛❞♦①❡✳
▲♦rsq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t✱ ✐❧ ♣r♦♣♦s❛ ❞❡ ❧✬é❧✐r❡✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✱ ✐❧
♣r♦♣♦s❛ ❞❡ ❝♦♠♣t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s à ❡✛❡❝t✉❡r ❞❛♥s ❧❡s
♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts ♣♦✉r q✉✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣ré❝✐s ❞❡✈✐❡♥♥❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t✱ ❡t
❞✬é❧✐r❡ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣♦✉r q✉✐ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❯♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ✐❝✐
✉♥ é❝❤❛♥❣❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛❞❥❛❝❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ✈♦t❡✳
❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣ér✐♦❞❡ ❡st ♣❛ssé❡ ✜♥❡♠❡♥t ❡♥ r❡✈✉❡ ♣❛r ▼❝▲❡❛♥ ❡t ❯r❦❡♥ ✭✶✾✾✺✮✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ ❞é❜✉t❛ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✉ XX❡ s✐è❝❧❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛✈❛✉①
❞❡ ❑❡♥♥❡t❤ ❆rr♦✇ q✉✐ ♠♦♥tr❛ ❡♥ ✶✾✺✶ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡ ✐❧❧✉stré ♣❛r
❧❡ ♣❛r❛❞♦①❡ ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t ❡st ❡♥ ré❛❧✐té ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❆rr♦✇ ✭✶✾✺✶✮
♠♦♥tr❛ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ rè❣❧❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡
✹
❞❡ ♣r♦♣r✐étés ✐♥t✉✐t✐✈❡s ❡t ❞és✐r❛❜❧❡s ❡♥ ❞é♠♦❝r❛t✐❡✱ à s❛✈♦✐r ❧✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐té ✸✱ ❧✬✉♥❛♥✐♠✐té ✹ ❡t
❧✬✐♥❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✉① ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♥♦♥✲♣❡rt✐♥❡♥t❡s ✺✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ rè❣❧❡ ♦✉
❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❡①✐st❛♥t❡✱ ❆rr♦✇ ♣r♦♣♦s❛ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❢♦r♠❡❧
♣♦✉r ❞✐s❝✉t❡r ❡t ❛♥❛❧②s❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ■❧ é♥♦♥ç❛ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ❡♥ t❡r♠❡s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♣ré❝✐s✱ ❛♣♣❡❧és ❛①✐♦♠❡s✱ ❡t ❡♥ ❡①♣❧♦r❛ ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❧♦❣✐q✉❡s✳ ❆✈❡❝ ❧❛
♠ê♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡✱ ◆❛s❤ ❏r ✭✶✾✺✵✮ ♣✉❜❧✐❛ ✉♥ rés✉❧t❛t ❢♦♥❞❛t❡✉r s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❧❛ ♥é❣♦❝✐❛t✐♦♥✱ ♣❡rt✐♥❡♥t ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ♣❛rt❛❣❡ éq✉✐t❛❜❧❡✱ ❡t ❙❤❛♣❧❡② ✭✶✾✺✷✮ ♣✉❜❧✐❛
s♦♥ ♣❛♣✐❡r ré✈♦❧✉t✐♦♥♥❛✐r❡ s✉r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❥❡✉① ❝♦♦♣ér❛t✐❢s q✉✐ ♣♦rt❡
❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ s♦♥ ♥♦♠✱ ❥♦✉❛♥t ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❆rr♦✇ ✭✶✾✺✶✮ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ✿
✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s q✉✐ ✈ér✐✜❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t
❧✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐té✱ ❧✬✉♥❛♥✐♠✐té ❡t ❧✬✐♥❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✉① ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♥♦♥✲♣❡rt✐♥❡♥t❡s✱ t♦✉t ❡♥ ét❛♥t
♥♦♥✲❞✐❝t❛t♦r✐❛❧❡ ✻✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① q✉✐ s✉✐✈✐r❡♥t ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❝♦♥s✐stèr❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡s
t❡♥t❛t✐✈❡s ♣♦✉r é❝❤❛♣♣❡r à ❝❡tt❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡♥ ❛✛❛✐❜❧✐ss❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳
❆✐♥s✐✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧
♠♦❞❡r♥❡✳
▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❞♦♥❝ ❡♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛①✐♦✲
♠❛t✐q✉❡s ♦✉ ♥♦r♠❛t✐❢s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ rè❣❧❡s ♣ré❝✐s❡s ♦✉ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s
❞❡ ✈♦t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❛✉❝✉♥ ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ♥✬❛ ét✉❞✐é ❧❡s ❡✛♦rts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s
❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡s rè❣❧❡s ❛✐♥s✐ ❝❛r❛❝tér✐sé❡s✱ ❡✛♦rts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡
♣r♦❤✐❜✐t✐❢s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣ér✐♦❞❡✱ ✉♥❡ rè❣❧❡ ♥❡ s✬é✈❛❧✉❡ ♣❧✉s s❡✉❧❡✲
♠❡♥t s✉r ❞❡s ❛s♣❡❝ts ♥♦r♠❛t✐❢s ♠❛✐s ❛✉ss✐ s✉r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ✼✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✽✵✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ ❛ été ✐♥✈❡st✐ ♣❛r ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐❝✐❡♥s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧s ❡t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ♦✉ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s
t②♣✐q✉❡s ❞✬✐♠♣♦rt❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉
❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧✳
▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❑❡♠❡♥② ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞♦♥t ♦♥ ❛ ♠♦♥tré ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡
❝❛❧❝✉❧✳ ❊❧❧❡ ❛ été ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❑❡♠❡♥② ✭✶✾✺✾✮ ♣✉✐s ❛①✐♦♠❛t✐sé❡ ♣❛r ❨♦✉♥❣ ❡t ▲❡✈❡♥❣❧✐❝❦
✭✶✾✼✽✮✱ ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ ❞é♠♦♥tré❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ♣❛r ❇❛rt❤♦❧❞✐ ■■■ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✾❜✮✱ ❡t ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ♣❛r ❍✉❞r② ✭✶✾✽✾✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣ré❝✐s❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r
♣♦✉r ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ♥✬❛ été ❞é♠♦♥tré❡ q✉✬❡♥ ✷✵✵✺✱ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬❡①♣❛♥s✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞✉
❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧✳ ■❧ ❡♥ ❛ s✉✐✈✐t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❡✣❝❛❝❡✱ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s r❛♣✐❞❡s ❡t ♣❧✉s✐❡✉rs ét✉❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❛r❛♠étré❡✳
✸✳ ▲✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐té ❡①✐❣❡ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳
✹✳ ▲✬✉♥❛♥✐♠✐té ❡①✐❣❡ q✉❡ s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦t❛♥ts ♣ré❢èr❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥
❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❞♦✐t r❡✢ét❡r ❝❡tt❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡✳
✺✳ ▲✬✐♥❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✉① ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♥♦♥✲♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❡①✐❣❡ q✉❡ ❧❡ ❝❧❛ss❡♠❡♥t r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❞❡✉① ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s
♥❡ ❞é♣❡♥❞❡ q✉❡ ❞❡ ❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❡t ♥♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬❛✉tr❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳
✻✳ ❯♥❡ rè❣❧❡ ❡st ❞✐t❡ ❞✐❝t❛t♦r✐❛❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦t❛♥t ❞♦♥t ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t s②sté♠❛t✐q✉❡✲
♠❡♥t ❛✉① ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s✳
✼✳ ❯♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ❛♥♥é❡s ❡st ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳
✺
▲❡ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✵✵ ♠❛rq✉❡ ✉♥ t♦✉r♥❛♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡ ♣✉✐sq✉✬❡♥ ✷✵✵✻ ❛ été
♦r❣❛♥✐sé❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ é❞✐t✐♦♥ ❞✉ sé♠✐♥❛✐r❡ ❈❖▼❙❖❈✱ ❧❡ ✇♦r❦s❤♦♣ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❞❡ ❈❤♦✐①
❙♦❝✐❛❧ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧✱ à ❆♠st❡r❞❛♠✳ ❈✬❡st à ❝❡tt❡ ♦❝❝❛s✐♦♥ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❈❤♦✐① ❙♦❝✐❛❧
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧ ❛ été ✉t✐❧✐sé ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s♣é❝✐✲
✜q✉❡✳
❉❡ ♥♦s ❥♦✉rs✱ ❧❡ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧ ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥
q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✐✈❡rs❡s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡s q✉❡st✐♦♥s très ✈❛r✐é❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♣❧✉s
❡♥ ♣❧✉s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛❝t❡✉rs ❞✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬é❝♦♥♦♠✐❡✱ ❞❡s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❞❡s s❝✐❡♥❝❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s✳
✶✳✷ ❱✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❧❡ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐✲
❞✐s❝✐♣❧✐♥❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥✲
❢♦r♠❛t✐q✉❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ ♥❡ s❡ ❧✐♠✐t❡♥t ♣❛s à ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡
❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ✭❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❧✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ❡t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✮
❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣♦rté ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s q✉✐ ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs à r❡✈✐s✐t❡r ❧❡s
❛♥❝✐❡♥♥❡s q✉❡st✐♦♥s ❞✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧✳
❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❧❡ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧ s✉✐t ❞❡✉① ✈♦✐❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡t ❞❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ♠✐❡✉① ❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ♠é✲
❝❛♥✐s♠❡s ❞✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ ❡t ❡♥ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s
s♦♥t ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ♣❛♣✐❡rs ♣❛r ❇❛rt❤♦❧❞✐ ■■■ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✾❜✮ ❡t ♣❛r ❍✉❞r② ✭✶✾✽✾✮✱ q✉✐ ♦♥t ♠♦♥✲
tré q✉❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ ♣❡✉t s❡r✈✐r ❞❡ ❜❛rr✐èr❡
❝♦♥tr❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ str❛té❣✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥✱ ♠❛✐s q✉❡✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐
❧✐♠✐t❡r s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❈❡rt❛✐♥s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❡rt❛✐♥ ♦✉ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ♦♥t
été ❛♣♣❧✐q✉és ❛✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❜✉t✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ✈♦✐❡ ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ ♣❡✉t ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ♦✉t✐❧s ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s
❞é❝✐s✐♦♥s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts✱ q✉✐ s♦♥t ❝♦♠♣♦sés ❞✬❛❣❡♥ts ❤étér♦✲
❣è♥❡s ❡t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐st❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ ❞❛♥s ❧❛
r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐✈❡
✭✏❝r♦✇❞s♦✉r❝✐♥❣✑✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ t❛♥❞✐s q✉✬✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ✈♦t❡ ❞❛♥s
❧❡ ♠♦♥❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐❝✐❡♥s ♣❡✉✈❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝❤❛♥❣❡r ❞❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❛♥s ❝❡s
s②stè♠❡s ♦ù ❧✬❡♥❥❡✉ ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ t❡st ✐❞é❛❧ ♣♦✉r ❧❡s ✐❞é❡s
♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧✳
▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s✉❥❡ts ❞✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✭❈❤❡✈❛❧❡②r❡ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✼✮✮ ✿
❚❤é♦r✐❡ ❞✉ ✈♦t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧ ▲❡ ✈♦t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❛♥s
❧❡q✉❡❧ s✬✐♥s❝r✐t ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡t s❡r❛ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
✻
P❛rt❛❣❡ éq✉✐t❛❜❧❡ ❡t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❈❡ s✉❥❡t s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❧✐♠✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❣❡♥ts✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❧❡✉rs ♣ré✲
❢ér❡♥❝❡s s✉r ❝❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✐❧ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐✈✐s✐❜❧❡s ❡t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✐♥❞✐✈✐s✐❜❧❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡ ❞❡ r❡s✲
s♦✉r❝❡s ❞és✐❣♥❡ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞✐✈✐s❡r ❡♥ ♣❛rts ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡s
✭❞❡ ❧✬❛r❣❡♥t✱ ❞❡ ❧✬❡❛✉✮✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❞és✐❣♥❡ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s ♣❛rt❛❣❡r ✭✉♥ ♠❡✉❜❧❡✱ ✉♥ t❛❜❧❡❛✉✮✳ Prés❡♥t♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s
rés❡❛✉① ❞❡ té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✱ ❧❡
♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧✳ ❉❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬❛❧❧♦✉❡r
✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❝r✐t✐q✉❡✱ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✱ ❛✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✱ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❜❡s♦✐♥s✳ ❉❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ rés❡❛✉✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥
❡✣❝❛❝❡ ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞✉ rés❡❛✉✱ t♦✉t ❡♥ ❞✐str✐❜✉❛♥t ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
éq✉✐t❛❜❧❡ ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ très ❤étér♦❣è♥❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
❝r✐tèr❡s ♣♦✉r ❥✉❣❡r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té✱ ❧❛
st❛❜✐❧✐té✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧✬éq✉✐té✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❧❡ ♣❧✉s ét✉❞✐é ❡st ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❛✉ s❡♥s
❞❡ P❛r❡t♦ ✿ ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❡st ❡✣❝❛❝❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ P❛r❡t♦ s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ✉♥❡ ❛✉tr❡
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ q✉✐ s♦✐t str✐❝t❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦✉r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❛❣❡♥t s❛♥s êtr❡ ♠♦✐♥s
❜♦♥♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ▲❛ st❛❜✐❧✐té ❡t ❧✬éq✉✐té ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛tt❡✐♥t❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
♣❛r ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❡♥✈✐❡✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❛✉❝✉♥ ❛❣❡♥t ♥❡ ♣ré❢èr❡ ♣♦ssé✲
❞❡r ❧❡ ❧♦t ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ♣❧✉tôt q✉❡ ❧❡ s✐❡♥✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✈✉❡
❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és ❛✉ ♣❛rt❛❣❡ éq✉✐t❛❜❧❡ ❡t à ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❞❛♥s
❈❤❡✈❛❧❡②r❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✳
❏❡✉① ❝♦♦♣ér❛t✐❢s ❉❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝♦♥t❡①t❡s✱ ❧❡s ❛❣❡♥ts ❝♦♦♣èr❡♥t ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ♣❧✉s
❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ✉♥❡ tâ❝❤❡✳ Pr❡♥♦♥s ❡♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ q✉✐♥③❡ ❛❣❡♥ts✱ ❞♦♥t s❡♣t
❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ ❝❤❛✉ss✉r❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❧❡s ❤✉✐t ❛✉tr❡s ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ ❝❤❛✉ss✉r❡
❞r♦✐t❡✳ ▲❡s ❝❤❛✉ss✉r❡s✱ ❣❛✉❝❤❡s ♦✉ ❞r♦✐t❡s✱ ♥❡ ✈❛❧❡♥t r✐❡♥ s✐ ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛♣♣❛r✐é❡s✳
▲❡s ❛❣❡♥ts ❞♦✐✈❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♦♣ér❡r ♣♦✉r ✈❡♥❞r❡ ❧❡✉rs ❝❤❛✉ss✉r❡s✳ ❈♦♠♠❡♥t
❧❡s ❛❣❡♥ts ✈♦♥t✲✐❧s ❝♦♦♣ér❡r ❡t ♣❛rt❛❣❡r ❧❡s ❣❛✐♥s ❄ ◗✉❛tr❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡
❣✉✐❞❡r ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❣❛✐♥s ✿ ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té✱ ❧✬❡✣❝❛❝✐té✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡t ❧✬éq✉✐té✳ ❖♥
tr♦✉✈❡r❛ ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❝❡s ❝r✐tèr❡s ❞❛♥s ▼♦✉❧✐♥ ✭✷✵✵✷✮✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts
s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ✏é❣♦ïst❡s✑✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡st ❝❡❧❧❡
❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ✿ ✉♥ ❛❣❡♥t ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❛✈♦✐r ❡♥✈✐❡ ❞❡ q✉✐tt❡r s❛ ❝♦❛❧✐t✐♦♥✳
❈❡s q✉❡st✐♦♥s ❡t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s q✉✬❡❧❧❡s s♦✉❧è✈❡♥t s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s
❖s❜♦r♥❡ ❡t ❘✉❜✐♥st❡✐♥ ✭✶✾✾✹✮ ❡t ❙❛♥❞❤♦❧♠ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✳
❋♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ ❛✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧❡s ❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❢♦r♠❡r
❞❡s ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ❡t ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ❝❡s ❝♦❛❧✐t✐♦♥s✳ ❈❡❧❛ ✐♥❝❧✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❥❡✉① ❤é❞♦♥✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❥❡✉① ♣❛r ✈♦t❡ ♣♦♥❞éré✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛✛❡❝t❛✲
t✐♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛❣❡♥ts ♦✉ ❞✬♦❜❥❡ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❛r✐és
❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ❛❣❡♥ts✳ ▲✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠é❞❡❝✐♥s ✐♥t❡r♥❡s à ❞❡s
❤ô♣✐t❛✉① ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡ ♦ù ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛❣❡♥ts ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s
s✉r ❧❡s ❝♦❛❧✐t✐♦♥s✳ ❆ss✐❣♥❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét✉❞✐❛♥ts à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧♦❣❡♠❡♥ts ❞❛♥s
✉♥ ❝❛♠♣✉s ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♦ù s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬✉♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛❣❡♥ts ♣♦ssè❞❡ ❞❡s
✼
♣ré❢ér❡♥❝❡s✳ ❯♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡
❞❛♥s ❑❧❛✉s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ♥✬❛✉t♦r✐s❡ q✉❡ ❞❡s
❝♦❛❧✐t✐♦♥s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡✉①✱ ❧❡s ❥❡✉① ❤é❞♦♥✐q✉❡s ❛✉t♦r✐s❡♥t t♦✉t❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s
❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ t♦✉t❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts ❡♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s✳
❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t s✉r ❧❡s
str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡s ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ s❡ tr♦✉✈❡
❡t ♣❛s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t s♦♥t ré♣❛rt✐s ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✳ ❆③✐③ ❡t ❙❛✈❛♥✐ ✭✷✵✶✻✮ ♣ré✲
s❡♥t❡♥t ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❡s ❥❡✉① ❤é❞♦♥✐q✉❡s✳ ❊♥✜♥ ❧❡s ❥❡✉① ♣❛r ✈♦t❡ ♣♦♥❞éré ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❛✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❞❡s ✈♦t❛♥ts✱ q✉✐ ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s ♣♦✐❞s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛❝❝❡♣t❡♥t ♦✉ r❡✲
❥❡tt❡♥t ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st ❛❧♦rs ❣❛❣♥❛♥t❡ s✐ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s
♣♦✐❞s ❞❡s ✈♦t❛♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❛tt❡✐♥t ✉♥ q✉♦t❛ ♣ré❞é✜♥✐✳ ❈❡ t❤è♠❡ ❡st ♣rés❡♥té
❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❈❤❛❧❦✐❛❞❛❦✐s ❡t ❲♦♦❧❞r✐❞❣❡ ✭✷✵✶✻✮✳
❆❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts ❡t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s ▲✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts ét✉❞✐❡ ❧✬❛❣ré✲
❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s s✉r ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝té❡s
❡♥ ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐❢✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts ❡st ❝❡❧✉✐
❞✬✉♥ tr✐❜✉♥❛❧✳ ❯♥ ❥✉r② ❞♦✐t ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧✬✐ss✉❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝ès ❡t ❝❤❛q✉❡ ❥✉ré ❞♦✐t s✬❡①✲
♣r✐♠❡r s✉r tr♦✐s ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝ès ✿ ❧✬❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❛❝❝✉sé ❡st ❥✉❣é ❡st✲❡❧❧❡
✐♥t❡r❞✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❧♦✐✱ ❧✬❛❝❝✉sé ❛✲t✲✐❧ ❝♦♠♠✐s ❝❡tt❡ ❛❝t✐♦♥✱ ❡t ❡♥✜♥ ❡st✲✐❧ ❝♦✉♣❛❜❧❡ ♦✉
♥♦♥ ❄ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ ♣♦s❡ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ s❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❛❣ré❣❡r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts
❥✉❣❡♠❡♥ts ❡♥ ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐❢ ❡t ❝♦❤ér❡♥t✳ ▲✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s ❡st ✉♥ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ q✉✐ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❛❣❡♥ts ❡♥ ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s ❡st ❧✬❛❣ré✲
❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛♣t❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❛✉t♦♥♦♠❡✱
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈♦✐t✉r❡ ❛✉t♦♥♦♠❡✳ ❈❡s ✈♦✐t✉r❡s ❛✉t♦♥♦♠❡s s♦♥t éq✉✐♣é❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts
❝❛♣t❡✉rs ✭❝❛♠ér❛ ♦❝✉❧❛✐r❡✱ ❝❛♠ér❛ t❤❡r♠✐q✉❡✱ r❛❞❛r s♦♥♦r❡ ❡t ❛✉tr❡s✮✳ P♦✉r s❛✈♦✐r
s✐ ❧❛ r♦✉t❡ ❡st ❞é❣❛❣é❡✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ✈♦✐t✉r❡ ❞♦✐t ré❝✉♣ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡t ❧❡s ❛❣ré❣❡r ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r s✐ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✏❧❛ r♦✉t❡ ❡st ❞é❣❛❣é❡✑ ❡st ❝ré✲
❞✐❜❧❡ ♦✉ ♥♦♥✳ ❯♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s
●r♦ss✐ ❡t P✐❣♦③③✐ ✭✷✵✶✷✮ ❡t ❊♥❞r✐ss ✭✷✵✶✻✮✳
✶✳✸ ❚❤é♦r✐❡ ❞✉ ✈♦t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ✈♦t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧ ét✉❞✐❡ ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉
✈♦t❡✳ ▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❞♦✐t
❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤♦✐① ♣❛r♠✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳ ▲❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱
❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞✬✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦✉ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❝♦♠♠✉♥❡s à ♠❡♥❡r✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts✱ ♣rés❡♥té❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳ ●é♥ér❛❧❡✲
♠❡♥t✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r ✉♥ ♦r❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✉♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t✮ s✉r ❧❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳ ❖♥
♣❡✉t ❛✉ss✐ ❢❛✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s♦♥t ❝❛r❞✐♥❛❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ✈♦t❛♥ts
❛ttr✐❜✉❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ à ❝❤❛q✉❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬✉t✐❧✐té q✉✬✐❧s ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡♥t✳ ❊♥✜♥✱
❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡s✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t sé♣❛r❡ ❧❡s
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❡♥ ❞❡✉① t②♣❡s✱ ❧❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛♣♣r♦✉✈é❡s ❡t ❧❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s r❡❥❡té❡s✳
✽
▲✬✐ss✉❡ ❞✉ ✈♦t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❝♦♠♠✉♥✱ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡
q✉✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s✱ ♣❡✉t r❡t♦✉r♥❡r s♦✐t ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✽ s♦✐t
✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✾✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ré♣❛♥❞✉ ❞❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ ❡st ❧❛ rè❣❧❡
❞❡ ♣❧✉r❛❧✐té✱ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s é❧❡❝t✐♦♥s ♣♦❧✐t✐q✉❡s✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t
❛ttr✐❜✉❡ ✉♥ ♣♦✐♥t à s♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣ré❢éré✳ ▲❡ ❝❛♥❞✐❞❛t é❧✉ ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ r❡ç♦✐t ❧❡ ♣❧✉s ❞❡
♣♦✐♥ts✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ❝♦♥♥✉❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳
▲❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ t❤è♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① rè❣❧❡s
❞❡ ✈♦t❡ é✈♦q✉é❡s ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s
♦r❞✐♥❛❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ s②stè♠❡✱ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ❡st ❧✐❜r❡ ❞❡ ✈♦t❡r ♣♦✉r ✭✏❞✬❛♣♣r♦✉✈❡r✑✮ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts q✉✬✐❧ s♦✉❤❛✐t❡✳ ❯♥ ✈♦t❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és✳ ❯♥
❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡st ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
s✐♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ ✈♦t❛♥t ❛ttr✐❜✉❡ ✉♥ ♣♦✐♥t à ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t q✉✬✐❧ ❛♣♣r♦✉✈❡✳ ❉❡
♠ê♠❡✱ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t é❧✉ ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐♥ts✳
❊♥✜♥✱ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ✉♥ s❡✉❧ ✈♦t❛♥t ❞♦✐t êtr❡
é❧✉✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬é❧✐r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛♥❞✐❞❛ts✱
❝♦♠♠❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞❛♥s ✉♥❡ ✉♥✐✈❡rs✐té✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡
rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❈❡s rè❣❧❡s ♦♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①é❡ ♦✉ ♥♦♥✱ q✉✐ r❡✢èt❡ ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts✳ ▲❡
rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥✲✈✐❞❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣rés❡♥t❡r ❧❡s s✉❥❡ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳
❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r ▲❡s t❤é♦r✐❝✐❡♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✉ ✈♦t❡ ♥❡ s❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥té✲
r❡ssés ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r✳ ■❧ ❡st ✈r❛✐
q✉✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ✉s✉❡❧❧❡s s❡ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
❈✬❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❑❡♠❡♥② ❛ été ❞é♠♦♥tré❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ♣❛r
❇❛rt❤♦❧❞✐ ■■■ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✾❜✮ ❡t ♣❛r ❍✉❞r② ✭✶✾✽✾✮ q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡✈❡♥✉ ❝r✐t✐q✉❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❡rs♦♥♥❡ ♥❡ ♣❡✉t ❛❝❝❡♣t❡r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ❛♥♥é❡s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r✳ ❉❡♣✉✐s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ♦♥t été
♠♦♥tré❡s ❞✐✣❝✐❧❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ rè❣❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❈❤❛r❧❡s ❉♦❞❣s♦♥ ❛✉ ❝♦✉✲
r❛♥t ❞✉ XIX❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❙❧❛t❡r✱ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❑❡♠❡♥②✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❞✐✣❝✐❧❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r s♦♥t
❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ▼♦♥r♦❡ ✭✶✾✾✺✮ ❡t ❞❡ ❈❤❛♠❜❡r❧✐♥ ❡t ❈♦✉r❛♥t ✭✶✾✽✸✮✳ ❈❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s ♦♥t
été ♠♦♥tré❡s ❞✐✣❝✐❧❡s ♣❛r Pr♦❝❛❝❝✐❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽❜✮✳
P♦✉r é❝❤❛♣♣❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs s❡ s♦♥t ♣❡♥❝❤és s✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡s rè❣❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ✉♥
t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❉♦❞❣s♦♥ ❝♦♠♠❡ rés✉❧t❛t
♣♦s✐t✐❢ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❡t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❝♦♠♠❡ rés✉❧t❛t ♥é❣❛t✐❢✱ ❞é♠♦♥tré❡ ✐♥✲
❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡✱ ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ♣❛r Pr♦❝❛❝❝✐❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ♦♥t
❡♥tr❡♣r✐s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❛r❛♠étré❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✐✣❝✐❧❡s✱ ❛✜♥ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡
✭♦✉ ❧❡s✮ ♣❛r❛♠ètr❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳
✽✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ rés♦❧✉❡✳
✾✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ ♦✉ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ ✐rrés♦❧✉❡✳
✾
▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ s✉❥❡t ♣r♦❧✐✜q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ✈♦t❡✱ ♣rés❡♥té
❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❈♦♥✐t③❡r ❡t ❲❛❧s❤✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ s❡ ❜❛s❡ ✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t s✉r ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s ✈♦t❛♥ts ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r✳ ■❧ ❡①✐st❡
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥ ✈♦t❛♥t ♣❡✉t ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡
é❧❡❝t✐♦♥ ❡♥ s❛ ❢❛✈❡✉r ❡♥ ♥❡ r❡♣♦rt❛♥t ♣❛s s❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✐♥❝èr❡s✳ ❯♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡
♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ✈♦t❛♥ts ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❡st ❞✐t❡ rés✐st❛♥t❡ à
❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
▲❡ rés✉❧t❛t ❢♦♥❞❛t❡✉r ❞❡ ●✐❜❜❛r❞ ✭✶✾✼✸✮ ❡t ❙❛tt❡rt❤✇❛✐t❡ ✭✶✾✼✺✮ ♠♦♥tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✲
♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ♣r❡sq✉❡ ✐♥é✈✐t❛❜❧❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ét❛❜❧✐t q✉❡ t♦✉t❡ rè❣❧❡
❞❡ ✈♦t❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♦r❞✐♥❛❧❡s✱ s✉r❥❡❝t✐✈❡ ✶✵ ❡t ♥♦♥ ❞✐❝t❛t♦r✐❛❧❡✱ ♥✬❡st
♣❛s rés✐st❛♥t❡ à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ❢♦♥❞é❡s s✉r ❞❡s
♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ é❝❤❛♣♣❡♥t à ❝❡ t❤é♦rè♠❡✳
❉❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✼✵✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♦♥t ❝❤❡r❝❤é à ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ●✐❜❜❛r❞✲❙❛tt❡rt❤✇❛✐t❡✳
P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❞❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ♦♥t ét✉❞✐é ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ❢❛✐t ❧✬❤②✲
♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ❀ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞❡
s❛✈♦✐r s✬✐❧ ♣❡✉t ✈♦t❡r ❞❡ t❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ s♦♥ ✉t✐❧✐té t♦t❛❧❡ s♦✐t s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✉♥
s❡✉✐❧ ❞♦♥♥é✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦t❡ ✉♥✐q✉❡ ♥♦♥✲
tr❛♥s❢ér❛❜❧❡✱ ❞✉ s❝r✉t✐♥ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡ ♣❧✉r✐♥♦♠✐♥❛❧✱ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡t ❞✉ ✈♦t❡
❝✉♠✉❧❛t✐❢ ✶✶ ♦♥t été ✐❞❡♥t✐✜é❡s ♣❛r ▼❡✐r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽❜✮✳
❱♦t❡ ❛✈❡❝ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s ❡t é❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❉❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt
❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ✈♦t❡✱ ❧❡s ✈♦t❛♥ts ❞♦✐✈❡♥t ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ❞❡s ❛❧t❡r♥❛✲
t✐✈❡s✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❥✉st✐✜é❡ ❡t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t
❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣❛❣❡s ✇❡❜✱ ❧❛ r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥
❞❡ ♣r♦❞✉✐t ♦✉ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ré✉♥✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬❡st ♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❡♥ ♣r❛✲
t✐q✉❡ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r ♣❡✉t
êtr❡ é❧❡✈é ❡t ♠ê♠❡ ♣♦ssé❞❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
❝♦♥❞✉✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à ✉♥ très ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
♣❡✉t ❝♦♥st✐t✉❡r ✉♥ ❡✛♦rt ❝♦❣♥✐t✐❢ ♣r♦❤✐❜✐t✐❢ ♣♦✉r ❧❡s ✈♦t❛♥ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡
✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝♦❧❧❡❝t❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦t❡s✳ ❖r ❝❡t
❡✛♦rt ♣❡✉t êtr❡ s✉♣❡r✢✉ ❞❛♥s ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡s ♣ré✲
❢ér❡♥❝❡s ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❛♥t à ❧✬✐ss✉❡ ❞✉ ✈♦t❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r ♣❡✉t êtr❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥ ♦✉ é✈♦❧✉❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❈❡s s✐✲
t✉❛t✐♦♥s ♣♦✉ss❡♥t à ❧✬ét✉❞❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ✈♦t❡✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s s♦✉❧❡✈és ♣❛r ❝❡s s✐t✉❛t✐♦♥s s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜és ♣❛r ❇♦✉t✐❧✐❡r ❡t ❘♦s❡♥s❝❤❡✐♥
✭✷✵✶✻✮✳
✶✵✳ ❯♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ ❡st ❞✐t❡ s✉r❥❡❝t✐✈❡ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ❝❛♥❞✐❞❛t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ✈♦t❡ q✉✐ é❧✐t ❝❡
❝❛♥❞✐❞❛t✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❡ t❤é♦rè♠❡ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ ♣✉✐ss❡ ❛❜♦✉t✐r
à ❛✉ ♠♦✐♥s tr♦✐s ✐ss✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
✶✶✳ ❈❡s rè❣❧❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳
✶✵
❱♦t❡ s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❈❡ s✉❥❡t s♦✉❧è✈❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❡st s✐♠♣❧❡ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ ♣rés✐❞❡♥t✐❡❧❧❡✳ ▼❛✐s ✐❧ ❛rr✐✈❡ q✉❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐s❡
à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ é❧❡✈é ❞✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳ ❉♦♥♥♦♥s tr♦✐s ❡①❡♠♣❧❡s t✐rés ❞❡ ▲❛♥❣ ❡t ❳✐❛ ✭✷✵✶✻✮
♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❝❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ré❢ér❡♥❞✉♠s ♠✉❧✲
t✐♣❧❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉① ➱t❛ts✲❯♥✐s✳ ▲♦rs ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s ♣rés✐❞❡♥t✐❡❧❧❡s ❛♠ér✐❝❛✐♥❡s
❞❡ ✷✵✶✷✱ ❧❡s é❧❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❡ ♦♥t ✈♦té s✉r ♦♥③❡ ré❢ér❡♥❞✉♠s✳ ❈❡s ♣r♦✲
♣♦s✐t✐♦♥s ♥✬ét❛✐❡♥t ♣❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♣✉✐sq✉❡ ❝✐♥q ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ♣♦rt❛✐❡♥t s✉r ❞❡s
q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ❜✉❞❣❡t ❡t ❞❡ t❛①❡✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡✉① ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ♣r♦♣♦s❛✐❡♥t ❞❡✉①
♠❛♥✐èr❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡s t❛①❡s ♣♦✉r ❧✬é❞✉❝❛t✐♦♥✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st
❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡✳ ❯♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞♦✐t ❞é❝✐❞❡r ❞✬✉♥ ♠❡♥✉
❝♦♠♠✉♥ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡ ❡♥tré❡✱ ❞✬✉♥ ♣❧❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ❞✬✉♥ ❞❡ss❡rt ❡t ❞✬✉♥❡ ❜♦✐ss♦♥✱
❛✈❡❝ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛té❣♦r✐❡ q✉❡❧q✉❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❝❡❧✉✐
❞❡ ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠✐tés✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ♣❛r♠✐ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ▲❡s é❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠✐tés r❡♣rés❡♥t❛t✐❢s s♦♥t ❢réq✉❡♥t❡s✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✳
❈❡s tr♦✐s ❡①❡♠♣❧❡s ♦♥t ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❡✉rs
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s✱
♦ù ❝❤❛q✉❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦♥✲
♥é❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✈♦t❡ s♦♥t é✈❛❧✉é❡s s✉r ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❝♦♠♠❡
❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té✱ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥ tr♦✉✈❡r❛ ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❛♥s ▲❛♥❣ ❡t ❳✐❛
✭✷✵✶✻✮✳
✶✳✹ Pr✐♥❝✐♣❛✉① t❤è♠❡s ❛❜♦r❞és ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡
▲❡ ✜❧ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉
✈♦t❡ s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❛✈❡❝ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s
é❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠✐tés ❡t ré❢ér❡♥❞✉♠s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✸ ❡t ✺✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞✉ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ✈✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① t❤è♠❡s ❛❜♦r❞és ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ é✈♦q✉é❡s ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♥❡
r❡q✉✐❡rt ♣❛s ✉♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞❡s ✈♦t❛♥ts✳ ❉❛♥s ❝❡ s②stè♠❡✱
❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ❡st ❧✐❜r❡ ❞❡ ✈♦t❡r ♣♦✉r ✭✏❞✬❛♣♣r♦✉✈❡r✑✮ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts q✉✬✐❧ s♦✉❤❛✐t❡✳
❯♥ ✈♦t❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬é❧✐r❡
✉♥ s❡✉❧ ❝❛♥❞✐❞❛t✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté s✉r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r✱ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛②❛♥t
été ❧❡ ♣❧✉s ❛♣♣r♦✉✈é ❡st é❧✉✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈✐❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❥♦✉rs
q✉✐ ♦♥t r❡❝♦✉rs ❛✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ✿
▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❞❛t❡ ❞❡ ré✉♥✐♦♥ ■❝✐✱ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ❛♣♣r♦✉✈❡ ❧❡s ❞❛t❡s ♦ù ✐❧ ❡st ❞✐s♣♦✲
♥✐❜❧❡ ❡t ❧❛ ❞❛t❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ r❛ss❡♠❜❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳ ❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥
✶✶
❚❤é♦r✐❡ ❞✉ ✈♦t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧
❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
❆✈❡❝ ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ❙✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s
❘é❢ér❡♥❞✉♠s ♠✉❧t✐♣❧❡s➱❧❡❝t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s
• Pré❢ér❡♥❝❡s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s ✭❈❤✳ ✺✮ • ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❈❤✳ ✹✮
• Pr♦♣r✐étés ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡s ✭❈❤✳ ✹✮
• ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✭❈❤✳ ✹✮
• ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❈❤✳ ✸✮
• ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✭❈❤✳ ✸✮
• Pré❢ér❡♥❝❡s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s ✭❈❤✳ ✺✮
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ Pr✐♥❝✐♣❛✉① t❤è♠❡s ❛❜♦r❞és ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞❡s s♦♥❞❛❣❡s ❞❡ t②♣❡ ✏❉♦♦❞❧❡✑✳
▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ✜❧♠ ■❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ✜❧♠ ❝♦♠♠✉♥ ♣♦✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳
❈❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ❛♣♣r♦✉✈❡ ❧❡s ✜❧♠s q✉✬✐❧ s♦✉❤❛✐t❡ ✈♦✐r✱ ❡t ❧❡ ✜❧♠ ❝❤♦✐s✐ s❡r❛ ✈✉ ♣❛r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦t❛♥ts ✭♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❡✉① q✉✐ ❧✬♦♥t ❛♣♣r♦✉✈é✮✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐✈✐té ♣♦✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✭❝❤♦✐① ❞✬✉♥
r❡st❛✉r❛♥t✱ ❞✬✉♥❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❝❛♥❝❡s✮✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t✱
❝❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✱ ❞❡s
❞✐✣❝✉❧tés ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡✳ ■❧❧✉str♦♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈♦t❡ ❡♥ ❝♦♥s✐✲
❞ér❛♥t ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♦♥③❡ ✈♦t❛♥ts ❞♦✐t ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❞é❧é❣✉é ♣❛r♠✐
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t rés✉♠❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ q✉❛tr❡ ✈♦t❛♥ts ❛♣♣r♦✉✈❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ▲✐♦♥❡❧✱ t❛♥❞✐s q✉❡
✹ ④▲✐♦♥❡❧⑥
✸ ④◆✐❝♦❧❛s✱ ❏❡❛♥✲▼❛r✐❡⑥
✷ ④◆✐❝♦❧❛s✱ ▲✐♦♥❡❧✱ ❈❤r✐st✐❛♥❡⑥
✷ ④❏❡❛♥✲▼❛r✐❡✱ ◆✐❝♦❧❛s✱ ▲✐♦♥❡❧⑥
tr♦✐s ✈♦t❛♥ts ❛♣♣r♦✉✈❡♥t ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ◆✐❝♦❧❛s ❡t ❏❡❛♥✲▼❛r✐❡✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ▲❡ ❝❛♥❞✐❞❛t
▲✐♦♥❡❧ ❡st ❞♦♥❝ é❧✉✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ é❧✐r❡ ❞❡✉① r❡♣rés❡♥t❛♥ts ♣❛r♠✐ ❧❡s q✉❛tr❡ ❝❛♥✲
❞✐❞❛ts✳ ▲✬é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① r❡♣rés❡♥t❛♥ts r❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs
✶✷
♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ▲❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s ❞✬é❧❡❝t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs
♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❞♦♥t ✈♦✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✿
▲✬é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ■❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞✬é❧✐r❡ ✉♥ ❝♦♠✐té ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❛❣❡♥ts✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦♠✐té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞✬✉♥ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✱ ❧❡ ❝♦♠✐té ❞✬✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡
♦✉ ❜✐❡♥ ❞✬✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❝❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ✈♦t❛♥ts ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t
❛♣♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡s ❞✐s♣♦✲
♥✐❜❧❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❝♦♠✐té✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à
✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✳
❈❡rt❛✐♥❡s é❧❡❝t✐♦♥s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❢r❛♥ç❛✐s❡s ▲❡s é❧❡❝t✐♦♥s ♠✉♥✐❝✐♣❛❧❡s ❡♥ ❋r❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s
❝♦♠♠✉♥❡s ❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ✶✵✵✵ ❤❛❜✐t❛♥ts s❡ ❞ér♦✉❧❡♥t s✉✐✈❛♥t ✉♥ s❝r✉t✐♥ ♣❧✉r✐♥♦♠✐♥❛❧
♠❛❥♦r✐t❛✐r❡ à ❞❡✉① t♦✉rs ❛✈❡❝ ♣❛♥❛❝❤❛❣❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ✈♦t❡
♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ❞❡✉① t♦✉rs✳ ▲❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts s❡ ♣rés❡♥t❡♥t s♦✉s ✉♥❡ ❧✐st❡ ♦✉ ❝♦♠♠❡
❝❛♥❞✐❞❛t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t✳ ▲❡s ✈♦t❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs ✈♦t❡r ♣♦✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts
q✉✬✐❧ s♦✉❤❛✐t❡✱ s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à ✉♥❡ ❧✐st❡✳
▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts
♦✉ ❞✬❛❝t✐✈✐tés ♣❛r♠✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞✳ ■❧ ♣❡✉t s✬❛❣✐r ❞❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ✈✐❧❧❡s à ✈✐s✐t❡r ❧♦rs ❞✬✉♥ ✈♦②❛❣❡ ❝♦♠♠✉♥✱ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❝t✐✈✐tés s♦❝✐❛❧❡s ❧♦rs
❞✬✉♥❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐✈r❡s à ✐♥❝❧✉r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡✳
■❝✐✱ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ❛♣♣r♦✉✈❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ♦✉ ❛❝t✐✈✐tés q✉✐ ❧✉✐ ❝♦♥✈✐❡♥♥❡♥t✳
❈✐t♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡s ré❢ér❡♥❞✉♠s ♠✉❧t✐♣❧❡s q✉✐ ♥❡ r❡♥tr❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♠❛✐s ♣♦s✲
sè❞❡♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠✐tés✳ ❉❛♥s ❝❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❧❡s
é❧❡❝t❡✉rs s♦♥t ❧✐❜r❡s ❞✬❛♣♣r♦✉✈❡r ♦✉ ❞❡ r❡❥❡t❡r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ♥♦♥
♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❛❝❝❡♣té❡s✳ ▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❝❡s
❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ❡st ❝❧❛✐r ✿ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r
❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s à ✉♥ ❝♦♠✐té✱ ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛❞♦♣té❡s✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r é❧✐r❡ ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❞❡ ❝❤♦✐s✐r
❝❡✉① q✉✐ ♦♥t été ❛♣♣r♦✉✈és ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ❢♦✐s✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱
❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ▲✐♦♥❡❧ ❡t ◆✐❝♦❧❛s s♦♥t ❛❧♦rs é❧✉s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ✈❛✐♥q✉❡✉rs ✶✷✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❛♣♣❡❧é❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t à ❝❤♦✐s✐r ❧❡
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♥s❡♥s✉❡❧✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s
♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ét✉❞✐é❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✳
▲❡s é❧❡❝t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s ❛❜♦r❞é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ✈♦t❡
s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✳ ❈♦♠♠❡ é♥♦♥❝é ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❧❡ ✈♦t❡ s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠✲
❜✐♥❛t♦✐r❡s ét✉❞✐❡ ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✈♦t❡ ♦ù ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ str✉❝✲
t✉r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❡st ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
✶✷✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳
✶✸
❝❛rtés✐❡♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡
s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♠❡♥✉ ❝♦♠♠✉♥ ♣♦✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛❣❡♥ts✳ ■❧ ❢❛✉t ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♣❧❛t✱ ❧❡
❞❡ss❡rt ❡t ❧❛ ❜♦✐ss♦♥ ✿ ❧❡ ♣❧❛t ♣❡✉t êtr❡ ❞✉ ❧❛♣✐♥ ✭❧✮✱ ❞❡ ❧✬❛❣♥❡❛✉ ✭❛✮ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❝❤❡ ✭♣✮✱
❧❛ ❜♦✐ss♦♥✱ ❞✉ ✈✐♥ r♦✉❣❡ ✭r✮✱ ❞✉ ❜❧❛♥❝ ✭❜✮ ♦✉ ✉♥ s♦❞❛ ✭s✮✱ ❧❡ ❞❡ss❡rt✱ ✉♥❡ t❛rt❡ ❛✉ ❝❤♦✲
❝♦❧❛t ✭t✮✱ ✉♥ ✢❛♥❝ ✭❢✮ ♦✉ ✉♥ ❝r✉♠❜❧❡ ❛✉ ♣♦♠♠❡ ✭❝✮✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♣♦ssè❞❡
❛❧♦rs ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ❞❡ tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿
D = {l, a, p} × {r, b, s} × {t, f, c}✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♠♣r♦✲
♠✐s ❡♥tr❡ ❡①♣r❡ss✐✈✐té✱ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈♦t❡✳ ■❧ ❡①✐st❡
♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡ss❛②❡r ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❝❡ q✉✐
❞❡♠❛♥❞❡r❛✐t ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ é❧❡✈é ❡t ✉♥ ❡✛♦rt ❝♦❣♥✐t✐❢ ♣r♦❤✐❜✐t✐❢ ♣♦✉r ❧❡s ✈♦✲
t❛♥ts✳
❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ré❢ér❡♥❞✉♠s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦t❡r s✉r ❧❡ ♣❧❛t✱ ❧❛
❜♦✐ss♦♥ ❡t ❧❡ ❞❡ss❡rt ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✳ ▼❛✐s ❝❡s tr♦✐s ❞♦♠❛✐♥❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥ts ❡t ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t s❡ r❡tr♦✉✈❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ q✉✬❛✉❝✉♥ ✈♦t❛♥t ♥❡ s♦✉❤❛✐t❡✱ ❝♦♠♠❡
♠❛♥❣❡r ❞❡ ❧✬❛❣♥❡❛✉ ❡♥ ❜✉✈❛♥t ❞✉ ✈✐♥ ❜❧❛♥❝✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❧❡ ✈♦t❡ séq✉❡♥t✐❡❧ s✉r ❧❡
♣❧❛t✱ ♣✉✐s s✉r ❧❛ ❜♦✐ss♦♥ ❡t ❡♥✜♥ s✉r ❧❡ ❞❡ss❡rt ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥ ♠❡♥✉ ♣❡✉ ❛♣♣ré❝✐é ♣❛r
❧❡s ✈♦t❛♥ts✱ ♠❛✐s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❧✉s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ✈♦t❡ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❞❡♠❛♥❞❡r ❛✉① ✈♦t❛♥ts ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ré❞✉✐t❡ ❞❡
❧❡✉rs ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳ ❖♥ ❧❡✉r ❞❡♠❛♥❞❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡✉r ♠❡♥✉ ♣ré❢éré✱ ♦✉ ✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♠❡♥✉s q✉✬✐❧s ❛♣♣r♦✉✈❡♥t✳ P✉✐s✱ ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❝❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❛✈❡❝
✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ❡①♣❧♦r♦♥s ❝❡tt❡ ✐❞é❡ ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ❞❡
♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✈♦t❡✱ ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
✶✳✺ P❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡
P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡tt❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♣rés❡♥t♦♥s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❤❛✲
♣✐tr❡s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❥❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ✈♦t❡✱ ❝♦♠♠❡
❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ❡t à ✈❛✐♥q✉❡✉rs
♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❡t ❡♥✜♥ ❧❡s q✉❡st✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s q✉✐ s❡r♦♥t ❛❜♦r❞é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s
❡t ❧❡ ✈♦t❡ s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✳
▲❡s tr♦✐s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✸✱ ✹✱ ✺✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❜♦r❞és
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡❝t❡✉r✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬é❧❡❝t✐♦♥s ❞❡
❝♦♠✐tés ❡t ❞❡s ré❢ér❡♥❞✉♠s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❏✬② ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ❡①✐st❛♥t❡s ❞❛♥s ❝❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❛✈❛♥t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❝♦♠♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❥✬ét✉❞✐❡
❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❞❡ ❧❛
✶✹
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❡♥✜♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡① ❛❡q✉♦✳
P✉✐s✱ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❥❡ ♠❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞✉ ✈♦t❡ s✉r ❞❡s ❞♦✲
♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✱ t♦✉❥♦✉rs à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳ ❏✬② ❡①♣❧✐q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✈♦t❡ ❢♦♥❞é❡s s✉r ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♣✉✐s ❥✬ét✉❞✐❡ ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés
❛①✐♦♠❛t✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
❊♥✜♥✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ♣ré❢ér❡♥❝❡s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ✈♦t❡
♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳ ▲❡s q✉❡st✐♦♥s ❛❜♦r❞é❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡s ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱
❞❛♥s ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ♣✉✐s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✉ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡✱ ❥❡ ♠✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r
❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r ❧❡s ✈♦t❛♥ts✳
▲✬❛♥♥❡①❡ ♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♥s❡✐❣♥❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r❡✉✈❡s é❝❛rté❡s ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①
♣♦✉r ❡♥ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❧❡❝t✉r❡✳
P♦✉r t❡r♠✐♥❡r✱ ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥ rés✉♠é ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡t ❞✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ♣r♦❧♦♥❣❡❛♥t ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✳
✶✺

❈❤❛♣✐tr❡ ✷
Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s✉r ❧❡ ✈♦t❡
❘és✉♠é
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❥✬✐♥tr♦❞✉✐s ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ✈♦t❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s
à ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳ ❏❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts✱ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♦r❞✐♥❛❧❡s✱
❝❛r❞✐♥❛❧❡s ❡t ❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡s✳ P✉✐s✱ ❥✬✐♥tr♦❞✉✐s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉r
✉♥✐q✉❡ ❡t à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❡♥ ♣♦rt❛♥t ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❛✉① rè❣❧❡s ❞❡
✈♦t❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳ ❏❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡
❞❡s ❡① ❛❡q✉♦✱ ♣✉✐s ❥❡ ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❥❡ ♣rés❡♥t❡
q✉❛tr❡s t❤è♠❡s ❛❜♦r❞és ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r✱ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ❧❡ ✈♦t❡ s✉r
❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✳
❙♦♠♠❛✐r❡
✷✳✶ Pré❢ér❡♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✷✳✶✳✶ Pré❢ér❡♥❝❡s ♦r❞✐♥❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✷✳✶✳✷ Pré❢ér❡♥❝❡s ❝❛r❞✐♥❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✷✳✶✳✸ Pré❢ér❡♥❝❡s ❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✷✳✷ ❘è❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
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✷✳✶✳ Pré❢ér❡♥❝❡s
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❥❡ ❝♦♥t❡①t✉❛❧✐s❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s
❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ✈♦t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧✳ ❉✬❛✉tr❡s ♥♦t✐♦♥s s❡r♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s
❝❤❛♣✐tr❡s ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❛ s❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s
✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ❡♥ ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡✳ ▲❡ ✈♦t❡ ❡st ✉♥ ♠♦②❡♥ ré♣❛♥❞✉ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❝❡tt❡
❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧és ✈♦t❛♥ts ✭♦✉
❛❣❡♥ts✮ ❡t ❧❡s ♦❜❥❡ts s✉r ❧❡sq✉❡❧s ♣♦rt❡♥t ❧❡✉rs ♣ré❢ér❡♥❝❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ✭♦✉ ❛❧✲
t❡r♥❛t✐✈❡s✮✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ q✉❡st✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t s❡ ♣♦s❡r ❡st ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s✳
✷✳✶ Pré❢ér❡♥❝❡s
▲❡ t❡r♠❡ ✈♦t❛♥t r❡♣rés❡♥t❡ t♦✉t ✐♥❞✐✈✐❞✉ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
✜♥✐ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❚♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦t❛♥ts ❡st ♥♦té N =
{1, . . . , n} ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡st ♥♦té X = {x1, . . . , xm}✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣❡✉t êtr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ♦✉ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ♦✉ ❞✬❛❝✲
t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡①❝❧✉s✐❢s✳ ▲❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts s❡ r❛♥❣❡♥t ❡♥ tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✿ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♦r❞✐♥❛❧❡s✱ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡s ❡t ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝❛r✲
❞✐♥❛❧❡s✳
✷✳✶✳✶ Pré❢ér❡♥❝❡s ♦r❞✐♥❛❧❡s
▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ✉s✉❡❧❧❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t❡ ❡♥ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♦r❞✐♥❛❧❡s✳ ❖♥
s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✬✉♥ ✈♦t❛♥t i s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❡t ❝♦♠♣❧èt❡ Ri ⊆ X × X✳ P♦✉r ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts
(a, b) ∈ Ri✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ aRib s✐ a ❡st ♣ré❢éré à b ♣❛r ❧❡ ✈♦t❛♥t i✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥
❡st ❝♦♠♣❧èt❡ ❧♦rsq✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t i ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r t♦✉t❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ✿
♣♦✉r t♦✉t (a, b) ∈ X✱ s♦✐t aRib ♦✉ bRia ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❡s ❞❡✉① ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ✈♦t❛♥t ❡st ✐♥❞✐✛ér❡♥t
❡♥tr❡ a ❡t b✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ✐♠♣♦s❡ s♦✉✈❡♥t à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❞✬êtr❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❡t
❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✳ ▲❛ tr❛♥s✐t✐✈✐té ❡st ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡♥ é❝♦♥♦♠✐❡ ❡t ✐♠♣♦s❡ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t a, b, c ∈ X✱ t❡❧ q✉❡ aRib ❡t bRic✱ ♦♥ ❛✐t aRic✳ ▲✬❛♥t✐s②♠étr✐❡ q✉✐ ❡st ♣r❡sq✉❡
❛✉ss✐ ❢réq✉❡♥t❡✱ ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t a, b ∈ X✱ s✐ aRib ❛❧♦rs ♥♦♥ bRic✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ♣♦✉r
❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛✉t♦r✐s❡r ❧✬✐♥❞✐✛ér❡♥❝❡✳
❯♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s P = {P1, . . . , Pn} ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥
❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ♣❛r ✈♦t❛♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s tr❛♥s✐t✐✈❡ ❡t
❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❛❧♦rs ❞✬♦r❞r❡ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ♦✉✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡
❧✐♥é❛✐r❡✳ ❙✐ ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬♦r❞r❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡
♣r♦✜❧ ❞✬♦r❞r❡s✳
■❧❧✉str♦♥s ❝❡s ♥♦t✐♦♥s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝✐♥q ✈♦t❛♥ts {1, 2, 3, 4, 5}✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr♦✐s
✶✾
✷✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s✉r ❧❡ ✈♦t❡
❝❛♥❞✐❞❛ts {x1, x2, x3}, ❡t ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s P s✉✐✈❛♥t ✿
P1 : x1 ≻ x2 ≻ x3
P2 : x1 ≻ x3 ≻ x2
P3 : x3 ≻ x2 ≻ x1
P4 : x3 ≻ x1 ≻ x2
P5 : x2 ≻ x1 ≻ x3
▲❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✉ ✈♦t❛♥t ✶ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ♣ré❢èr❡ x1 à x2✱ q✉✬✐❧ ♣ré❢èr❡ x2 à x3 ❡t
❞♦♥❝ x1 à x3 ♣❛r tr❛♥s✐t✐✈✐té✳
✷✳✶✳✷ Pré❢ér❡♥❝❡s ❝❛r❞✐♥❛❧❡s
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♣❛r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s
♣♦✉r ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♦r❞✐♥❛❧❡s✱ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❡①♣r✐♠❡r ✉♥❡ ✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ♦✉
❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ ❞❡ ❞❡✉① ✈♦t❛♥ts✳ ❈❡❝✐ ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝❛r❞✐♥❛❧❡s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉✬✉♥ ✈♦t❛♥t ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r
❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ q✉❡ ❧✉✐ ♣r♦❝✉r❡ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡♥ ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❛♥t s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧❡
♣ré❞é✜♥✐❡✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ s❝♦r❡s✳ ▲❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✬✉♥ ✈♦t❛♥t s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r
✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s❝♦r❡ Pi ❞❡ t❛✐❧❧❡m✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ s❝♦r❡ ♣❛r ❝❛♥❞✐❞❛t✳ ❯♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s
P = {P1, . . . , Pn} ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s❝♦r❡s✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✷✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝✐♥q ✈♦t❛♥ts {1, 2, 3, 4, 5}✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr♦✐s
❝❛♥❞✐❞❛ts {x1, x2, x3} ❡t ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ s❝♦r❡s ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶ à ✺✳ ▲❡ ♣r♦✜❧ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
P1 : (4, 2, 2)
P2 : (5, 1, 3)
P3 : (2, 3, 4)
P4 : (1, 1, 2)
P5 : (3, 3, 1)
▲❡ ✈♦t❛♥t ✶ ❛❝❝♦r❞❡ q✉❛tr❡ ♣♦✐♥ts ❛✉ ❝❛♥❞✐❞❛t x1 ❡t ❞❡✉① ♣♦✐♥ts à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts x2
❡t x3✳
✷✳✶✳✸ Pré❢ér❡♥❝❡s ❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡s
❉❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✉♥ ✈♦t❛♥t sé♣❛r❡ ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✏❜♦♥s✑ ❝❛♥❞✐❞❛ts ✭❝❛♥❞✐❞❛ts
❛♣♣r♦✉✈és✮ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✏♠❛✉✈❛✐s✑ ❝❛♥❞✐❞❛ts ✭❝❛♥❞✐❞❛ts r❡❥❡tés✮✳ ▲❡s ✈♦t❛♥ts s♦♥t ✐♥✲
❞✐✛ér❡♥ts ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞✉ ♠ê♠❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▲❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✬✉♥ ✈♦t❛♥t i s♦♥t
❞♦♥❝ ❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❯♥ ♣r♦✜❧ ❞❡
♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡s✱ P ✱ ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳
✷✵
✷✳✷✳ ❘è❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝✐♥q ✈♦t❛♥ts {1, 2, 3, 4, 5}✱ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
tr♦✐s ❝❛♥❞✐❞❛ts {x1, x2, x3}✳ ▲❡ ♣r♦✜❧ P ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
P1 : {x1, x2}
P2 : {x1}
P3 : {x2, x3}
P4 : {x1, x2, x3}
P5 : {x2}
▲❡ ✈♦t❛♥t ✷ ❛♣♣r♦✉✈❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t x1 t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ✈♦t❛♥t ✹ ❛♣♣r♦✉✈❡ t♦✉s ❧❡s
❝❛♥❞✐❞❛ts✳
P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡s ❞✬✉♥ ✈♦t❛♥t
i à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❜✐♥❛✐r❡ Pi ∈ {0, 1}m ❛✈❡❝ ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ j❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞✉
✈❡❝t❡✉r Pi ❡st é❣❛❧❡ à 1 s✐ ❧❡ ✈♦t❛♥t i ❛♣♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t xj ❡t ✵ s✐♥♦♥✳ ❯♥ ♣r♦✜❧ ❞❡
♣ré❢ér❡♥❝❡s P = {P1, . . . , Pn} ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❜✐♥❛✐r❡ ♣❛r ✈♦t❛♥t✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝✐♥q ✈♦t❛♥ts {1, 2, 3, 4, 5}✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr♦✐s
❝❛♥❞✐❞❛ts {x1, x2, x3} ❡t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦✜❧ P q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❛♥t ✿
P1 : (110)
P2 : (100)
P3 : (011)
P4 : (111)
P5 : (010)
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡ ✈♦t❛♥t ✷ ❛♣♣r♦✉✈❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t x1 t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ✈♦t❛♥t ✹ ❛♣♣r♦✉✈❡
t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✳
❊♥✜♥✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡
✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♦r❞✐♥❛❧❡s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱
♦✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝❛r❞✐♥❛❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ s❝♦r❡s à ❞❡✉①
♥✐✈❡❛✉①✳
✷✳✷ ❘è❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡
❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts ❡①♣r✐♠é❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧❡s ❛❣ré❣❡r ❡♥ ✉♥
❝❤♦✐① ❝♦♠♠✉♥✱ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡✳ ❯♥ tr✐♣❧❡t E = (N,X,P ) ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts N ✱ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts X ❡t ❞✬✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s P ✱
❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❢❛✐r❡ ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ à
✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ é❧✐t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t✱ ♣rés❡♥té❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ❡t
❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝❛♥❞✐❞❛ts ✭❛♣♣❡❧é ❝♦♠✐té✮✱ ♣rés❡♥té❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ P♦✉r ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ rè❣❧❡s✱ ♥♦✉s
♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s s❡ ❢♦♥❞❛♥t s✉r ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♦r❞✐♥❛❧❡s✱ ♣✉✐s
q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s s❡ ❢♦♥❞❛♥t s✉r ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝❛r❞✐♥❛❧❡s✱ ♣♦✉r ❡♥✜♥ ♣rés❡♥t❡r
♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳
✷✶
✷✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s✉r ❧❡ ✈♦t❡
✷✳✷✳✶ ❘è❣❧❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♦r❞✐♥❛❧❡s
✷✳✷✳✶✳❛ ❘è❣❧❡s ❞❡ s❝♦r❡s ♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s
❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ ré♣❛♥❞✉❡ ❞❛♥s ❧❡s é❧❡❝t✐♦♥s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❡st ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡
♣❧✉r❛❧✐té✳ ❉❛♥s ❝❡ s②stè♠❡✱ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ❛❝❝♦r❞❡ ✉♥ ♣♦✐♥t à s♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣ré❢éré✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡✱ r❛♥❣é ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❞❛♥s s♦♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳ ▲❡ ❝❛♥❞✐❞❛t é❧✉ ❡st ❛❧♦rs ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t
q✉✐ ❛ r❡ç✉ ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❛✉ t♦t❛❧✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦✐♥s ré♣❛♥❞✉❡ ❡st ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡
✈❡t♦✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♣♦✐♥t à t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts s❛✉❢ ❛✉ ❝❛♥❞✐❞❛t q✉✬✐❧ ♣ré❢èr❡
❧❡ ♠♦✐♥s✳ ▲❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛②❛♥t r❡ç✉ ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t r❛♥❣é ❧❡ ♠♦✐♥s
❞❡ ❢♦✐s ❡♥ ❞❡r♥✐❡r✱ ❡st é❧✉✳ ❯♥ tr♦✐s✐è♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ ❡st ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡
❞❡ ❇♦r❞❛✱ ❞é❥à ❝✐té❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✿ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ❞♦♥♥❡ m − 1 ♣♦✐♥ts à s♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t
♣ré❢éré✱ m− 2 ♣♦✐♥ts à s♦♥ s❡❝♦♥❞ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣ré❢éré✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬à s♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t
❧❡ ♠♦✐♥s ♣ré❢éré q✉✐ ♥❡ r❡ç♦✐t ❛✉❝✉♥ ♣♦✐♥t✳ ▲❡ ❝❛♥❞✐❞❛t é❧✉ ❡st ❝❡❧✉✐ ❛②❛♥t r❡ç✉ ❧❡ ♣❧✉s ❞❡
♣♦✐♥ts✳
❈❡s tr♦✐s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦♠♠❡
rè❣❧❡s ❞❡ s❝♦r❡s ♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❯♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ s❝♦r❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✉♥
✈❡❝t❡✉r ❞❡ s❝♦r❡s a = (a1, . . . , am)✱ ♦ù ❧❡s ai s♦♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s t❡❧s q✉❡ a1 ≥ . . . ≥ am ❡t
a1 > am✳ ❈❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ❛ttr✐❜✉❡ a1 ♣♦✐♥ts à s♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣ré❢éré✱ a2 ♣♦✐♥ts à s♦♥ s❡❝♦♥❞
❝❛♥❞✐❞❛t ♣ré❢éré✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬à ❛ttr✐❜✉❡r am ♣♦✐♥ts à s♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❧❡ ♠♦✐♥s
♣ré❢éré✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t é❧✉ ❡st ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡
s❝♦r❡s ❞❡s tr♦✐s rè❣❧❡s ❝✐té❡s ❡♥ ❡①❡♠♣❧❡ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
• P❧✉r❛❧✐té ✿ a = (1, 0 . . . , 0)✳
• ❱❡t♦ ✿ a = (1, 1 . . . , 1, 0)✳
• ❇♦r❞❛ ✿ a = (m− 1,m− 2 . . . , 0)✳
✷✳✷✳✶✳❜ ❘è❣❧❡s ❈♦♥❞♦r❝❡t ❝♦❤ér❡♥t❡s
▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t✱ é♥♦♥❝é ❛✉ XV III❡ s✐è❝❧❡ ♣❛r ❧❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤❡ é♣♦♥②♠❡✱ ❡st ✉♥
❝r✐tèr❡ ♠❛❥❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡✳ ◆✐❝♦❧❛s ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t ♣r♦♣♦s❛ q✉❡ ❧❡
✈❛✐♥q✉❡✉r ❞✬✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ s♦✐t ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t q✉✐ ❣❛❣♥❡ ❝♦♥tr❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❧♦rs ❞✬✉♥ ❢❛❝❡ à
❢❛❝❡✱ ❛♣♣❡❧é ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✱ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t x1 ❡st ✈❛✐♥q✉❡✉r
❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ♣ré❢éré ❛✉ ❝❛♥❞✐❞❛t x2 ❡t ❛✉ ❝❛♥❞✐❞❛t x3 ♣❛r tr♦✐s ✈♦t❛♥ts s✉r
❝✐♥q✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r
❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t✱ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦♠♠❡ ❧❡ ♣❛r❛❞♦①❡ ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t✳
❯♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ q✉✐ é❧✐t ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ s❡r❛ ❞✐t❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t
❝♦❤ér❡♥t❡✳ ❉♦♥♥♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❈♦♥❞♦r❝❡t ❝♦❤ér❡♥t❡s ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ✿
❈♦♣❡❧❛♥❞α P♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts (x, y)✱ ♥♦✉s s✐♠✉❧♦♥s ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ ❡♥ ❢❛❝❡ à ❢❛❝❡✳
▲❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣ré❢éré à ❧✬❛✉tr❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣❛r ❧❡ ♣❧✉s
❞❡ ✈♦t❛♥ts✳ ❯♥ ❝❛♥❞✐❞❛t s❡ ✈♦✐t ❛ttr✐❜✉é ✶ ♣♦✐♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈✐❝t♦✐r❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
✷✷
✷✳✷✳ ❘è❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡
♣❛r ♣❛✐r❡✱ α ♣♦✐♥t ❧♦rs ❞✬✉♥❡ é❣❛❧✐té ✭0 ≤ α ≤ 1✮ ❡t ✵ ♣♦✐♥t s✐♥♦♥✳ ▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❝❡s
♣♦✐♥ts ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ s❝♦r❡ ❞❡ ❈♦♣❡❧❛♥❞ ❞❡ ❝❡ ❝❛♥❞✐❞❛t✳ ▲❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ❡st
❛❧♦rs ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡ s❝♦r❡ ❞❡ ❈♦♣❡❧❛♥❞✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r
❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t ♣♦ssè❞❡ ✉♥ s❝♦r❡ ❞❡ ❈♦♣❡❧❛♥❞ ❞❡ m− 1 ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❜❛t ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t
❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♣❛r ♣❛✐r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♦♥t ✉♥ s❝♦r❡ ❞❡ ❈♦♣❡❧❛♥❞
✐♥❢ér✐❡✉r à m − 2 ♣✉✐sq✉✬✐❧s s♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❜❛tt✉ ♣❛r ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t✳ ▲❛
rè❣❧❡ ❞❡ ❈♦♣❡❧❛♥❞ ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❈♦♥❞♦r❝❡t ❝♦❤ér❡♥t❡✳
▼❛①✐♠✐♥ ✭♦✉ ❙✐♠♣s♦♥✮ P♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts (x, y)✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ s✉✐✲
✈❛♥t ✿ N(x, y) = |{i ∈ N : xRiy}|✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts q✉✐ ♣ré❢èr❡♥t x
à y✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ s❝♦r❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐♥ ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t x ♣❛r miny 6=xN(x, y)✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s
t❡r♠❡s✱ ❝❡ s❝♦r❡ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ♠❛✉✈❛✐s❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♣❛r ♣❛✐r❡ ❞❡ x✳ ▲❡
✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❛❧♦rs ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❡ s❝♦r❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐♥✳ P✉✐sq✉❡ q✉✬✉♥ ✈❛✐♥✲
q✉❡✉r ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t ♣♦ssè❞❡ ✉♥ s❝♦r❡ s✉♣ér✐❡✉r à n/2✱ ❧❛ rè❣❧❡ ♠❛①✐♠✐♥ ❡st ❈♦♥❞♦r❝❡t
❝♦❤ér❡♥t❡✳
❑❡♠❡♥② ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ✉♥ s❝♦r❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡s
❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❈❡ s❝♦r❡ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✉ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦✜❧✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝❧❛s✲
s❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛t (x, y) ♦♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts q✉✐
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✬❛❝❝♦r❞s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❝❧❛ss❡♠❡♥t✳ ▲❡ s❝♦r❡ ❞❡ ❝❡
❝❧❛ss❡♠❡♥t ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞és❛❝❝♦r❞s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❝❛♥✲
❞✐❞❛ts✳ ▲❡ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣♦♣✉❧❛✐r❡ ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ❧❡ s❝♦r❡ ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳ ▲❡
❝❛♥❞✐❞❛t ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣♦♣✉❧❛✐r❡ ❡st é❧✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r✳ ❯♥
❝❛♥❞✐❞❛t ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡✱ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦s✐t✐♦♥
❞✉ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣♦♣✉❧❛✐r❡✱ ❡t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❑❡♠❡♥② ❡st ❞♦♥❝ ❈♦♥❞♦r❝❡t ❝♦❤ér❡♥t❡✳
❉♦❞❣s♦♥ ▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❉♦❞❣s♦♥ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t✱ ❡❧❧❡ ❝❤♦✐s✐t ❧❡
❝❛♥❞✐❞❛t q✉✐ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞✬êtr❡ ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t✳ ▲❡ s❝♦r❡ ❞❡ ❉♦❞❣s♦♥
❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t x ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬é❝❤❛♥❣❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts
❛❞❥❛❝❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ✈♦t❡ ♣♦✉r q✉❡ ❝❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡✈✐❡♥♥❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t✳ ■❧ ❡st
é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❡st ❈♦♥❞♦r❝❡t ❝♦❤ér❡♥t❡✳
✷✳✷✳✶✳❝ ❆✉tr❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ♥❡ s❡ ❝❧❛ss❡♥t ♥✐ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ ♥✐ ❞❛♥s ❧❛
s❡❝♦♥❞❡✳ Prés❡♥t♦♥s✲❡♥ q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s ✿
❙❝r✉t✐♥ à ✈♦t❡ ✉♥✐q✉❡ tr❛♥s❢ér❛❜❧❡ ✭❙❚❱✮ ❙❚❱ ❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ q✉✐ ❛ été ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s é❧❡❝t✐♦♥s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❡t q✉✐ ❧✬❡st t♦✉❥♦✉rs ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s
é❧❡❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛②s ❞♦♥t ❧❛ ◆♦✉✈❡❧❧❡✲❩é❧❛♥❞❡✳ ❈❡tt❡ rè❣❧❡ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r
t♦✉r✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡sq✉❡❧s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts s♦♥t é❧✐♠✐♥és ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ t♦✉r✱
❧❡ s❝♦r❡ ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t x ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts q✉✐ ♣ré❢èr❡♥t x à t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts
r❡st❛♥ts✳ ▲❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛✈❡❝ ❧❡ s❝♦r❡ ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❡st ❛❧♦rs é❧✐♠✐♥é ❞❡ ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ❡t
❞❡s ✈♦t❡s✱ ♣✉✐s ❧❡ t♦✉r s✉✐✈❛♥t ❝♦♠♠❡♥❝❡✳ ▲❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❛❧♦rs ❧❡ ❞❡r♥✐❡r
✷✸
✷✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s✉r ❧❡ ✈♦t❡
❝❛♥❞✐❞❛t r❡st❛♥t ♦✉✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛♥❞✐❞❛t à ♦❜t❡♥✐r ✉♥ s❝♦r❡
str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à ❧❛ ♠❛❥♦r✐té✳
P❧✉r❛❧✐té à ❞❡✉① t♦✉rs ▲❛ ♣❧✉r❛❧✐té à ❞❡✉① t♦✉rs ❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ très ♣♦♣✉❧❛✐r❡ ❡♥ ♣♦❧✐✲
t✐q✉❡✱ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r é❧✐r❡ ❧❡ ♣rés✐❞❡♥t ❡♥ ❋r❛♥❝❡✱ ❛✉ P♦rt✉❣❛❧ ❡t ❞❛♥s
❜✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡s ♣❛②s✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❡♥ ❊✉r♦♣❡ q✉✬❡♥ ❆♠ér✐q✉❡ ❧❛t✐♥❡ ♦✉ ❞❛♥s ❧❡s ♣❛②s
❞✬❆❢r✐q✉❡ ❢r❛♥❝♦♣❤♦♥❡✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❙❚❱ ♠❛✐s ♥❡ ♠❡t ❡♥ ❥❡✉ q✉❡ ❞❡✉①
t♦✉rs✳ ❆✉ ♣r❡♠✐❡r t♦✉r✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛②❛♥t été ❝❧❛ssés ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r ❧❡ ♣❧✉s
❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts s♦♥t ❛❞♠✐s ❛✉ s❡❝♦♥❞ t♦✉r✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ t♦✉r ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ❢❛❝❡
à ❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts✳
✷✳✷✳✷ ❘è❣❧❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝❛r❞✐♥❛❧❡s
▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ❛✈❡❝ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝❛r❞✐♥❛❧❡s s♦♥t ♠♦✐♥s ré♣❛♥❞✉❡s✱ ♥♦✉s✲❡♥ ❝✐t❡r♦♥s
❞❡✉① ✿
❱♦t❡ ♣❛r ✈❛❧❡✉rs ▲❡ ✈♦t❡ ♣❛r ✈❛❧❡✉rs ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈♦t❡ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t é✈❛❧✉❡
❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ s❝♦r❡s ♣ré❞é✜♥✐❡✱ t❡❧❧❡ q✉✬✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❛❧❧❛♥t
❞❡ ✵ à ✾✾ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ✶ à ✺✳ ▲❡ s❝♦r❡ t♦t❛❧ ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t x ❡st é❣❛❧ à ❧❛ s♦♠♠❡
❞❡s s❝♦r❡s ❛ttr✐❜✉és à x ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t✳ ▲❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t q✉✐ ♣♦ssè❞❡
❧❡ s❝♦r❡ t♦t❛❧ ❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é✳ ❈❡s rè❣❧❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥s
s♣♦rt✐✈❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ♣❛t✐♥ à ❣❧❛❝❡✱ ❛✉❣♠❡♥té❡s ❞✬✉♥❡ é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s s❝♦r❡s
❡①trê♠❡s ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❛ s✉ré✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❡t ❡♥ s✉r❢✳
❏✉❣❡♠❡♥t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡ ❉❛♥s ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡✱ ❧❡s ✈♦t❛♥ts ❛ss♦❝✐❡♥t ✉♥ ❣r❛❞❡ ✭♦✉
❥✉❣❡♠❡♥t✮ à ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t✳ ❇❛❧✐♥s❦✐ ❡t ▲❛r❛❦✐ ✭✷✵✶✶✮✱ q✉✐ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❝❡tt❡ ♠é✲
t❤♦❞❡✱ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ à s✐① ♥✐✈❡❛✉①✱ ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✏❊①❝❡❧❧❡♥t✑ à ✏❘❡❥❡té✑✳ ❖♥
é✈❛❧✉❡ ❛❧♦rs ❧❡ ❣r❛❞❡ ♠é❞✐❛♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t✳ ▲❡ ❝❛♥❞✐❞❛t é❧✉ ❡st ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t
♣♦ssé❞❛♥t ❧❡ ❣r❛❞❡ ♠é❞✐❛♥ ❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é✳
✷✳✷✳✸ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❧❡ ✜❧ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❞❡
❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❡s ❧✐❡♥s ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡
✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ✈♦t❡ s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❡t ❡♥✜♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳
▲❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s s❡r❛ ♣rés❡♥té
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳
▲❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ✈♦t❡ ♣♦✉r ✭✏❛♣♣r♦✉✈❡✑✮ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts q✉✬✐❧ s♦✉❤❛✐t❡✳ ❉❛♥s ❝❡ s②stè♠❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❇r❛♠s ❡t ❋✐s❤❜✉r♥
✭✶✾✼✽✮✱ ✉♥ ✈♦t❛♥t ❡st ❛♠❡♥é à s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r sé♣❛ré♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t s✬✐❧ ❛♣♣r♦✉✈❡
♦✉ ♥♦♥ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✉r ❧❡ ♣♦st❡ ✈✐sé✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞♦♥❝ ❛✉① ✈♦t❛♥ts ❞❡ ❢♦✉r♥✐r
❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡s ❡♥ ❝❧❛ss❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts
✷✹
✷✳✷✳ ❘è❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡
❛♣♣r♦✉✈és ♦✉ ❜✐❡♥ r❡❥❡tés✳ ▲❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❛❧♦rs ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t q✉✐ ❛ r❡ç✉ ❧❡ ♣❧✉s ❞✬❛♣♣r♦❜❛✲
t✐♦♥✳
▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧✱ q✉✐ ❛
❡♥❣❡♥❞ré ✉♥❡ ❝❡♥t❛✐♥❡ ❞✬❛rt✐❝❧❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡t ✉♥ ❤❛♥❞❜♦♦❦ ✭▲❛s❧✐❡r ❡t ❙❛♥✈❡r✱ ✷✵✶✵✮✳
❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✱ ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❝❡tt❡ rè❣❧❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✺✳ ▲❡ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
P1 : (101)
P2 : (001)
P3 : (011)
P4 : (111)
P5 : (010)
▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❛♥❞✐❞❛t x1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t x2✱ x3✱ ❡st 2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 3✱
4✳ ▲❡ ❝❛♥❞✐❞❛t é❧✉ ❡st ❞♦♥❝ x3✳
❈❡ s②stè♠❡ ❛ été ❛❞♦♣té ❝♦♠♠❡ s②stè♠❡ ❞❡ ✈♦t❡ ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡
✏t❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛✑✱ ✏t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✑ ♦✉ ❡♥✲
❝♦r❡ ✏t❤❡ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ❊♥❣✐♥❡❡rs✑✱ ❛❜❛♥❞♦♥♥é ❞❡♣✉✐s ✷✵✵✷ ♣❛r
❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳
❇r❛♠s ❡t ❍❡rs❝❤❜❛❝❤ ✭✷✵✵✶✮ ♦♥t ❛r❣✉♠❡♥té q✉❡ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✉❣✲
♠❡♥t❡r ❧❛ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❞❡s ✈♦t❛♥ts✱ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐❞s ❛✉① ♣❛rt✐s ♠✐♥❡✉rs ❡t ❞❡
ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❝❛♠♣❛❣♥❡s ♥é❣❛t✐✈❡s ❝♦♥tr❡ ❧❡s ❛❞✈❡rs❛✐r❡s✳ ▼❛✐s ❝❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s s♦♥t ❝♦♥tr❡✲
❜❛❧❛♥❝és ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣❡✉t t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t é❧✐r❡ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t q✉✐
♥✬❛✉r❛✐t ❛✉❝✉♥ ✈♦t❡ ❡♥ s❛ ❢❛✈❡✉r s♦✉s ♣❧✉r❛❧✐té✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♥❡ ♣❛s é❧✐r❡ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t q✉✐
❛✉r❛✐t ✉♥❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡ ✈♦t❡ ❡♥ s❛ ❢❛✈❡✉r s♦✉s ♣❧✉r❛❧✐té✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r
❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ é❧❡✈é ❞❡ ✈♦t❡s ❡♥tr❡ ❧❡sq✉❡❧s ✉♥ ✈♦t❛♥t ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❛✈❡❝ m ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ✉♥ ✈♦t❛♥t ♣❡✉t ❛♣♣r♦✉✈❡r ♦✉ r❡❥❡t❡r ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥
♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ 2m ✈♦t❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r
✉♥✐q✉❡✱ ✉♥❡ ❛❜st❡♥t✐♦♥ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥ ✈♦t❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝❤♦✐① ❡st 2m − 1 ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❧❛ ♣❧✉r❛❧✐té ♥✬❛✉t♦r✐s❡ q✉❡ m + 1 ✈♦t❡s
❞✐✛ér❡♥ts✳
❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ✈♦t❛♥ts ♥❡ s♦♥t ❛✉t♦r✐sés q✉✬à ❛♣♣r♦✉✈❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡
❧✐♠✐té ❞❡ ✈♦t❛♥ts✱ k✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ k✲❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❧✉s ✈r❛✐♠❡♥t
❛✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ ❞♦♥t ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉① ✈♦t❛♥ts
❞✬❛♣♣r♦✉✈❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts q✉✬✐❧s s♦✉❤❛✐t❡♥t✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❛✉① ✈♦t❛♥ts ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛
❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞és❛♣♣r♦✉✈é ❡t ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ♥❡✉tr❡ ❀ ❝❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé ♣❛r
❞❡s rè❣❧❡s ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ✈♦t❡s à tr♦✐s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s✱ ét✉❞✐é❡s ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ▲❛r✉❡❧❧❡ ❡t ❱❛❧❡♥❝✐❛♥♦ ✭✷✵✶✷✮ ❡t ❆❧❝❛♥t✉❞ ❡t ▲❛r✉❡❧❧❡ ✭✷✵✶✹✮✳
❊♥✜♥✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ✈♦t❡
♣❛r ✈❛❧❡✉rs ré❞✉✐t à ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs✱ ✵ ❡t ✶✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❥✉❣❡♠❡♥t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡
✷✺
✷✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s✉r ❧❡ ✈♦t❡
❛✈❡❝ ❞❡✉① ❣r❛❞❡s✱ ✏❛♣♣r♦✉✈é✑ ❡t ✏r❡❥❡té✑✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❝♦♠♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❧✉r✐♥♦♠✐♥❛❧❡ ❞❡
♣❧✉r❛❧✐té✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r k✲❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ s❝♦r❡s
♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s❝♦r❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (1, 1, . . . , 1, 0, . . . , 0)✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t k ❢♦✐s
❧❡ s❝♦r❡ ✶✳
✷✳✷✳✹ ❉é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦
■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡✉t ❛♠❡♥❡r à ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬é❣❛❧✐té
❡♥tr❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛♥❞✐❞❛ts q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❧❡
❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ♣♦✉r êtr❡ é❧✉✳ ■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r à ❝❡ ♠♦♠❡♥t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ rés♦❧✉
♦✉ ✐rrés♦❧✉ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ ✿
❘è❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ✐rrés♦❧✉❡s ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡s ✐rrés♦❧✉❡s ♦✉ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧✱ ♦♥t ♣♦✉r rés✉❧t❛t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts
❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡① ❛❡q✉♦✳ ❊♥ ❝❛s ❞✬é❣❛❧✐té✱ ❝❡s rè❣❧❡s
♥❡ tr❛♥❝❤❡♥t ♣❛s ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t s♣é❝✐✜q✉❡✳
❘è❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ rés♦❧✉❡s ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ rés♦❧✉❡s ♦✉ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧✱ ♦♥t ♣♦✉r rés✉❧t❛t ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ✉♥✐q✉❡✳ ❊♥ ❝❛s ❞✬é❣❛❧✐té✱ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡
❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡s é❧❡❝t✐♦♥s ♣♦❧✐t✐q✉❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❞❡s rè❣❧❡s ❞✐t❡s rés♦❧✉❡s✳ ❯♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ rés♦❧✉❡ s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
rè❣❧❡ ✐rrés♦❧✉❡ ❡t ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦✱ ♥♦té T ✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❛✜♥
❞❡ ♣rés❡r✈❡r ❧✬❛♥♦♥②♠❛t ❞❡s ✈♦t❛♥ts✱ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦ ❡st ✉♥❡
rè❣❧❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐té s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
❝❛♥❞✐❞❛ts ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡① ❛❡q✉♦✱ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t r❡♥✈♦②é ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ rés♦❧✉❡ ❡st ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❧❡
♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ ✭s✉✐✈❛♥t T ✮ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ✈❛✐♥q✉❡✉rs✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ❋r❛♥❝❡✱ ❡♥ ❝❛s
❞✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❞é♣✉tés ❛✉① é❧❡❝t✐♦♥s ❧é❣✐s❧❛t✐✈❡s✱ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❧❡ ♣❧✉s â❣é ❡st é❧✉✳ ▲❛
rè❣❧❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✲❝✐ ❡st ❞♦♥❝ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✳
✷✳✷✳✺ Pr♦♣r✐étés ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡s
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♣ré❝✐sé ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ❧❡s t❤é♦r✐❝✐❡♥s ❞✉ ✈♦t❡ s✉♣♣♦s❡♥t ❣é♥ér❛❧❡✲
♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts s♦♥t ♦r❞✐♥❛❧❡s✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡
❞❡ ♠❡s✉r❡r à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡st ❜♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳ ❉ès ❧♦rs✱ ✐❧ ❡st
t♦✉t ❛✉ss✐ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ P♦✉r
s✉r♠♦♥t❡r ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣r♦♣r✐étés✱ ♦✉ ❛①✐♦♠❡s✱ ❥✉❣é❡s ❞és✐r❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✈♦t❡ ❞é♠♦❝r❛t✐q✉❡✱ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✳ ❉❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐tés✱
❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬❆rr♦✇ ✭✶✾✺✶✮ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ●✐❜❜❛r❞ ✭✶✾✼✸✮ ❡t ❙❛tt❡rt❤✇❛✐t❡ ✭✶✾✼✺✮✱ é♥♦♥❝❡♥t
q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛ss❡ ✉♥ ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s✳
❆✐♥s✐✱ ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ ♥❡ ♣❛r✈✐❡♥t ♣❛s à s❛t✐s❢❛✐r❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝r✐tèr❡s✳ ❈❡❧❛
✷✻
✷✳✸✳ ❘è❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s
s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❧♦rs ❞✉ ❝❤♦✐① ❧❛ rè❣❧❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ s❡ tr♦✉✈❡✳ Prés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡ ❞❡ ❝❡s
♣r♦♣r✐étés✱ é♥♦♥❝é❡s ♣♦✉r ✉♥❡ rè❣❧❡ r rés♦❧✉❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s r(P ) ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ r❡♥✈♦②é❡ ♣❛r ✉♥❡ rè❣❧❡ r✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s P ✳
❆♥♦♥②♠❛t r ❡st ❛♥♦♥②♠❡ s✐ ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈♦t❛♥ts ♥❡ ♣❡rt✉r❜❡ ♣❛s ❧❡ rés✉❧t❛t✳
◆❡✉tr❛❧✐té r ❡st ♥❡✉tr❡ s✐ ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❛♥s ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ✐♥❞✉✐t ✉♥❡
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞✉ rés✉❧t❛t✳
◆♦♥ ✐♠♣♦s✐t✐♦♥ r ❡st ❞✐t❡ ♥♦♥ ✐♠♣♦sé❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts X ❡t ♣♦✉r
t♦✉t ❝❛♥❞✐❞❛t x ∈ X✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣r♦✜❧ P t❡❧ q✉❡ r(P ) = x✳
❯♥❛♥✐♠✐té r ✈ér✐✜❡ ❧✬✉♥❛♥✐♠✐té s✐ ❧♦rsq✉❡ t♦✉s ❧❡s ✈♦t❛♥ts ♣♦ssè❞❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❛♥❞✐❞❛t
♣ré❢éré✱ x✱ ❛❧♦rs r(P ) = x✳
❈♦♥s✐st❛♥❝❡ r ❡st ❝♦♥s✐st❛♥t❡ s✐ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♣r♦✜❧s ❞✐✛ér❡♥ts P1 ❡t P2✱ t❡❧s q✉❡
r(P1) = r(P2)✱ ❛❧♦rs r(P1 ∪ P2) = r(P1) = r(P2)✳
❍♦♠♦❣é♥é✐té r ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ♣r♦✜❧ P ❡t t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♥♦♥ ♥✉❧✱
r(nP ) = r(P )✱ ♦ù nP r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣r♦✜❧ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ n ❝♦♣✐❡s ❞❡ P ✳
❊✣❝❛❝✐té ❞❡ P❛r❡t♦ r ❡st ❡✣❝❛❝❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ P❛r❡t♦✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ♣r♦✜❧ P ✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡
♣❛s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛t x q✉✐ s♦✐t ♣ré❢éré à r(P ) ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t✳
▼♦♥♦t♦♥✐❡ r ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ♣r♦✜❧ P ❡t t♦✉t ♣r♦✜❧ P ′ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ P
❡♥ ❛♠é❧✐♦r❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❞❡ r(P )✱ ♦♥ ❛ r(P ′) = r(P )✳
❈r✐tèr❡ ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t r ✈ér✐✜❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t s✐ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r
❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦✜❧ P ✱ r(P ) ❡st ❝❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t✳
✷✳✸ ❘è❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s
▲❡s ❞é♠♦❝r❛t✐❡s ✐♥❞✐r❡❝t❡s ♠♦❞❡r♥❡s ♦♥t s♦✉✈❡♥t r❡❝♦✉rs ❛✉① rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs
♠✉❧t✐♣❧❡s ♣♦✉r ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts✳ ❯♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s ❛ ♣♦✉r
♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①é❡ ♦✉ ♥♦♥✱ q✉✐ r❡✢èt❡ ❛✉ ♠✐❡✉①
❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts✳ ❇✐❡♥ q✉✬✐❧ s♦✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❧❡s rè❣❧❡s à
✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛♥❞✐❞❛ts s♦♥t é❧✉s✱ ❧❡s rè❣❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♥❡ ré♣♦♥❞❡♥t
❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s ❛✉① ❜❡s♦✐♥s s♣é❝✐✜q✉❡s ❞✉ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ❝❛♣t✉ré❡ ♣❛r ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥
❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ r❡q✉✐❡rt ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t
q✉✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ t ❞❡ ❧✬é❧❡❝t♦r❛t s♦✐t r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts
é❧✉s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à t✳
✷✼
✷✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s✉r ❧❡ ✈♦t❡
◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ✈♦t❛♥ts ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s
s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡st ✉♥ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥✲✈✐❞❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ♥♦té ❝♦♠✐té✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s rè❣❧❡s ♣rés❡♥té❡s ✐❝✐ ✉t✐❧✐s❡♥t
❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬é❧❡❝t✐♦♥
à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s ✉♥ ❝❛s à ♣❛rt ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ✈♦t❡ s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✱
♣rés❡♥té ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✳
❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ❡st ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝♦♠✐té ❡st ✜①é❡ à ❧✬❛✈❛♥❝❡✱ ♥♦✉s
♥♦t❡r♦♥s k ❝❡tt❡ t❛✐❧❧❡ ❀ ❝❡❧❛ ❡st s♦✉✈❡♥t ❧❡ ❝❛s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♦ù ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐è❣❡s à ♣♦✉r✈♦✐r ❞❛♥s ✉♥❡ ❛ss❡♠❜❧é❡ ♦✉ ✉♥ ❝♦♠✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s
s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉ à ❧✬❛✈❛♥❝❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧♦rs ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ✏❍❛❧❧ ♦❢ ❢❛♠❡✑ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣✉❡ ❞❡ ❜❛s❡❜❛❧❧ ❛♠ér✐❝❛✐♥❡✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ❡t ❧❛ t❡♥✉❡ ❞✬✉♥ ré❢ér❡♥❞✉♠ ♠✉❧✲
t✐♣❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❞♦✐t êtr❡ ♣r✐s❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥t❡r❝♦rré❧é❡s ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s à ✉♥ ❝♦♠✐té✱ ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s à ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛❞♦♣té❡s✳ ❖♥ tr♦✉✈❡r❛ ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✉r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝❡s
❞❡✉① ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ♣❛r ▲❛♥❣ ❡t ❳✐❛ ✭✷✵✶✻✮✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ✈♦t❡ ♥♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s✳ P✉✐s ♥♦✉s
❞✐s❝✉t❡r♦♥s ❞❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s②stè♠❡s ❞❡ ✈♦t❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s✱ à s❛✈♦✐r ❧❡ s②stè♠❡ ♣❛r
❧✐st❡ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ▼♦♥r♦❡ ❡t ❞❡ ❈❤❛♠❜❡r❧✐♥✲❈♦✉r❛♥t✱ ❞✐t❡s ❞❡ ✏r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡✑✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥✲
q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♠❡♥t✐♦♥♥❡r♦♥s ❧❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦ ❡t
q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡s ❛❞❛♣té❡s ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✳
✷✳✸✳✶ ❙②stè♠❡s ❞❡ ✈♦t❡ ♥♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧
❈❡rt❛✐♥s s②stè♠❡s ❞❡ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ♠✉❧t✐♣❧❡s ♥❡ ❝❤❡r❝❤❡♥t ♣❛s à ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❧❡❝t♦r❛t✱ ♠❛✐s ❛tt❡✐❣♥❡♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s ❣r♦✉♣❡s ♥♦♥ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡s✳
❙❝r✉t✐♥ à ✈♦t❡ ✉♥✐q✉❡ tr❛♥s❢ér❛❜❧❡ ✭❙❚❱✮ ❆✉ss✐ ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ P❘✲❙❚❱ ♦✉
❡♥❝♦r❡ ❍❛r❡✲❈❧❛r❦✱ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s é❧❡❝t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✱
❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝♦♠✐té à é❧✐r❡ ❡st ✜①é❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r é❧✐r❡
❧❡ ❝♦♠✐té ❞❡ ❧❛ ✈✐❧❧❡ ❞❡ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝❡tt❡ rè❣❧❡ r❡ç♦✐t ❧✬❛♣♣✉✐ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
❣r♦✉♣❡s q✉✐ ♠✐❧✐t❡♥t ♣♦✉r ❣é♥ér❛❧✐s❡r s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ♣❛②s ❛♥❣❧♦✲s❛①♦♥s✳ ❈❡tt❡
rè❣❧❡ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r t♦✉r✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡sq✉❡❧s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts s♦♥t é❧✉s ♦✉ é❧✐♠✐♥és ❛✉ ❢✉r
❡t à ♠❡s✉r❡✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ t♦✉r✱ ❧❡ s❝♦r❡ ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t x ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts q✉✐
♣ré❢èr❡♥t x à t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts r❡st❛♥ts✳ ❙✐ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛tt❡✐♥t ❧❡ s❡✉✐❧ ✜①é✱ ♦✉ q✉♦t❛✱
✐❧ ❡st é❧✉✱ ❡t ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛✈❡❝ ❧❡ s❝♦r❡ ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❡st ❛❧♦rs é❧✐♠✐♥é✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡
s✬❛rrêt❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ✜①é❡ ❞✉ ❝♦♠✐té ❡st ❛tt❡✐♥t❡✳
❙❝r✉t✐♥ à ✈♦t❡ ✉♥✐q✉❡ ♥♦♥ tr❛♥s❢ér❛❜❧❡ ✭❙◆❚❱✮ ❈❡ ♠♦❞❡ ❞❡ s❝r✉t✐♥ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉
✷✽
✷✳✸✳ ❘è❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉r❛❧✐té ❛✉① é❧❡❝t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ▲❡s ✈♦t❛♥ts
❛ttr✐❜✉❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t à ❧❡✉r ❝❛♥❞✐❞❛t ♣ré❢éré ❡t ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts é❧✉s s♦♥t ❧❡s k ❝❛♥❞✐❞❛ts
❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐♥ts✳
❱♦t❡ ❝✉♠✉❧❛t✐❢ ▲❡ ✈♦t❡ ❝✉♠✉❧❛t✐❢ ♣❡r♠❡t ❛✉① ✈♦t❛♥ts ❞❡ ❞✐str✐❜✉❡r ❧✐❜r❡♠❡♥t ✉♥ t♦t❛❧
❞❡ α ♣♦✐♥ts ❡♥tr❡ ✶ à α ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts é❧✉s s♦♥t ❧❡s k ❝❛♥❞✐❞❛ts
❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ❈❡ ♠♦❞❡ ❞❡ s❝r✉t✐♥ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♠✐tés
❞✬❡♥tr❡♣r✐s❡s ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ❢ût ❛✉ss✐ ❛❞♦♣té ❞❛♥s ❧✬■❧❧✐♥♦✐s ♣♦✉r é❧✐r❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ❞❡s
r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❡♥tr❡ ✶✽✼✵ ❡t ✶✾✽✵✳
❈✐t♦♥s ❡♥✜♥ ❧❡ s❝r✉t✐♥ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡ ♣❧✉r✐♥♦♠✐♥❛❧ ♦✉ ❇❧♦❝ ✈♦t✐♥❣ q✉✐ ❡st ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡
s❝r✉t✐♥ ♥♦♥✲♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❧❡ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s é❧❡❝t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ■❧ ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ♣❛♥❛❝❤❛❣❡ ❡♥ ✈✐❣✉❡✉r ❞❛♥s ❧❡s é❧❡❝t✐♦♥s ♠✉♥✐❝✐♣❛❧❡s ❢r❛♥ç❛✐s❡s
♣♦✉r ❧❡s ✈✐❧❧❡s ❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ✶✵✵✵ ❤❛❜✐t❛♥ts✳ ❉❛♥s ❝❡ s②stè♠❡✱ ❧❡s ✈♦t❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❝❤♦✐s✐r
❥✉sq✉✬à k ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ s✐ k s✐è❣❡s s♦♥t à ♣♦✉r✈♦✐r✳ ▲❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts é❧✉s s♦♥t ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛②❛♥t
r❡ç✉ ❧❡ ♣❧✉s ✈♦✐①✳ ❈❡tt❡ rè❣❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠❛✐s
♣❧✉tôt ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s s✐è❣❡s ❛✉ ♣❛rt✐ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡✳
✷✳✸✳✷ ❙②stè♠❡s ❞❡ ✈♦t❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ♣❛r ❧✐st❡
▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❧✐st❡ ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ✈♦t❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❧❡❝t♦r❛t✳ ❉❛♥s ❝❡ s②stè♠❡✱ ❧❡s ♣❛rt✐s ♣ré✲
s❡♥t❡♥t ❞❡s ❧✐st❡s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡t r❡ç♦✐✈❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ✈♦t❡s r❡ç✉s✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s✱ ❧❡s ✈♦t❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t ✈♦t❡r ♣♦✉r ✉♥❡ ❧✐st❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ ♣❛rt✐✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t✱ ❞♦♥t ❧❡ ✈♦t❡ s❡r❛ ❛❥♦✉té ❛✉ t♦t❛❧
❞❡ s♦♥ ♣❛rt✐✳
▲✬♦r❞r❡ ♣❛r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞✬✉♥ ♣❛rt✐ s❡ ✈♦✐❡♥t ❛ttr✐❜✉❡r ✉♥ s✐è❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐
♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥t❡r♥❡ ❛✉ ♣❛rt✐ ✭❧✐st❡ ❢❡r♠é❡✮✱ ❧✬♦r❞r❡ ❡st ❛❧♦rs ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✐♥❞✐q✉é s✉r ❧❛
❧✐st❡ ❀ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡s ✈♦t❛♥ts ✭❧✐st❡ ♦✉✈❡rt❡✮✱ q✉✐ ✈♦t❡♥t ❛❧♦rs ♣♦✉r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✳
▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ✈♦t❡ ♠✐①t❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❧✐st❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s s✐è❣❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡
❧✬❛✉tr❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♠♣❧été❡ ♣❛r ❧❡s ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❞✬é❧❡❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s✳
■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❛❧❧♦✉❡r ❧❡s s✐è❣❡s ❞❛♥s ❧❡ ✈♦t❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ♣❛r
❧✐st❡✱ q✉✐ s❡ ❞✐✈✐s❡♥t ❡♥ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ✿ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ r❡st❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❤❛✉t❡
♠♦②❡♥♥❡✳
▲❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ r❡st❡ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❡s r❡ç✉s ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐ ❡st
❞✐✈✐sé ♣❛r ✉♥ q✉♦t❛ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ s✐è❣❡✳
❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❝❡ q✉♦t❛ ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ✈♦t❡ ❞✐✈✐sé ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡
s✐è❣❡s✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐ ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
t❡♠♣s✱ ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐ r❡ç♦✐t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐è❣❡s é❣❛❧ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❞❡
❝❡ ♥♦♠❜r❡✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ❧❡s s✐è❣❡s ✈❛❝❛♥ts s♦♥t ❛ttr✐❜✉és ✉♥ ♣❛r ✉♥ ❛✉①
♣❛rt✐s✱ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❞❡s r❡st❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝❤♦✐① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣♦✉r
✷✾
✷✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s✉r ❧❡ ✈♦t❡
❧❡ q✉♦t❛✳ ◆♦t♦♥s TV ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ✈♦t❡s ❡t TS ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ s✐è❣❡s✳ ▲❡ q✉♦t❛
❞❡ ❍❛r❡ ❡st é❣❛❧ à TVTS ✱ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❍❛♠✐❧t♦♥✱ ❡t ❧❡ q✉♦t❛ ❞❡ ❉r♦♦♣ ❡st
é❣❛❧ à ⌊1 + TV1+TS ⌋✳ ▲❡ q✉♦t❛ ❞❡ ❍❛r❡ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❛✉① ♣❡t✐ts ♣❛rt✐s✱
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ q✉♦t❛ ❞❡ ❉r♦♦♣ ❢❛✈♦r✐s❡ ❧❡s ♣❛rt✐s ♣❧✉s ♣♦♣✉❧❛✐r❡s✳
▲❛ ♣❧✉s ❤❛✉t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❡s r❡ç✉s ♣❛r ✉♥ ♣❛rt✐ ❡st
❞✐✈✐sé s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❞✐✈✐s❡✉rs✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ q✉♦t✐❡♥ts✳ ▲❡ ♣❛rt✐ ♣♦ssé❞❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉♦t✐❡♥t ♦❜t✐❡♥t ✉♥ s✐è❣❡✱
♣✉✐s ❧❡ ♣❛rt✐ ✭q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✮ ♣♦ssé❞❛♥t ❧❡ s❡❝♦♥❞ q✉♦t✐❡♥t
❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é ♦❜t✐❡♥t ✉♥ s✐è❣❡✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s s✐è❣❡s s♦✐❡♥t
❛ttr✐❜✉és✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✈❛r✐❡♥t ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛
sér✐❡ ❞❡ ❞✐✈✐s❡✉rs✳ ▲❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❉✬❍♦♥❞t ❞♦♥t ❧❛ sér✐❡ ❞❡ ❞✐✈✐s❡✉rs
❡st ✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à ❢❛✈♦r✐s❡r ❧é❣èr❡♠❡♥t ❧❡s
♣❛rt✐s ♣♦♣✉❧❛✐r❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❙❛✐♥t❡✲▲❛❣✉ë ❞♦♥t ❧❛ sér✐❡ ❞❡ ❞✐✈✐s❡✉rs ❡st ✶✱ ✸✱ ✺✱
✼ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✱ ♥❡ ❢❛✈♦r✐s❡ ♣❛s ❧❡s ♣❛rt✐s ♣♦♣✉❧❛✐r❡s ❡t ♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡
❝♦♠♠❡ ♣❧✉s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡✳
❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s✳ ◆♦✉s ♥❡ ❧❡s
❛❜♦r❞❡r♦♥s ♣❛s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
✷✳✸✳✸ ▼♦♥r♦❡ ❡t ❈❤❛♠❜❡r❧✐♥✲❈♦✉r❛♥t
➪ ❧❛ ✜♥ ❞✉ XX❡ s✐è❝❧❡✱ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✈♦t❡ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ▼♦♥r♦❡ ❡t ♣❛r
❈❤❛♠❜❡r❧✐♥ ❡t ❈♦✉r❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ é❧❡✈é✳ ■❧ ♥❡
s✬❛❣✐t ♣❛s ✐❝✐ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♣❛r ❧✐st❡✳ ❉❛♥s
❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ✈♦t❛♥t✲❝❛♥❞✐❞❛t ✉♥ s❝♦r❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s ❡st ❞✬é❧✐r❡ ✉♥ ❝♦♠✐té q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t✱
t♦✉t ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ é❧❡✈é ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡✳
❈❤❛♠❜❡r❧✐♥✲❈♦✉r❛♥t Pr♦♣♦sé❡ ♣❛r ❈❤❛♠❜❡r❧✐♥ ❡t ❈♦✉r❛♥t ✭✶✾✽✸✮✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✬❛s✲
s✉r❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t s♦✐t r❡♣rés❡♥té ❛✉ ♠✐❡✉①✱ t♦✉t ❡♥ ✈❡✐❧❧❛♥t à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ é❧❡✈é❡✳ P♦✉r ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ✈♦t❛♥t✲❝❛♥❞✐❞❛t✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
❞✬✐♥s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✱ µix✱ ❡st ❝♦♥♥✉❡✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r é✈❛❧✉❡ ❧✬✐♥s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞✉ ✈♦t❛♥t i à êtr❡
r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t x✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ k ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ❧✬✐♥s❛t✐s❢❛❝✲
t✐♦♥ ❞✉ ✈♦t❛♥t i✱ ♥♦té❡ µiS ✱ ❡st é❣❛❧❡ à ❧✬✐♥s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❛♥❞✐❞❛t
❞❡ S ♣♦✉r i✳ ▲✬✐♥s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ S ❡st
❞♦♥❝
∑
i∈N µiS ✳ ▲❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ é❧✉ ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧✬✐♥s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ t♦t❛❧❡✳ ▲❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❛ss✐❣♥és à ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡st ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ▲❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❡st
❛ss✉ré❡ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t à ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ✭♦✉ ✉♥ ♣❛rt✐✮ ✉♥ ♣♦✐❞s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠✐té é❧✉ ✭♦✉ ✉♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐è❣❡s ❞❛♥s ❧✬❛ss❡♠❜❧é❡✮ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts q✉✬✐❧ r❡♣ré✲
s❡♥t❡✳ P❛r ❝❡ ❜✐❛✐s✱ ❈❤❛♠❜❡r❧✐♥✲❈♦✉r❛♥t ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥r♦❡✱ ❞é✜♥✐❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
✸✵
✷✳✸✳ ❘è❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s
▼♦♥r♦❡ ❈❡tt❡ rè❣❧❡✱ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ▼♦♥r♦❡ ✭✶✾✾✺✮✳ ❉❡
♠ê♠❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ✈♦t❛♥t✲❝❛♥❞✐❞❛t✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬✐♥s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✱
µix✱ ❡st ❝♦♥♥✉❡✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r é✈❛❧✉❡ ❧✬✐♥s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞✉ ✈♦t❛♥t i à êtr❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r
❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t x✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ k ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ♦♥ ♥♦t❡ fS ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐
❛ss✐❣♥❡ ❧❡s ✈♦t❛♥ts ❛✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ S ✭fS : N 7→ S✮✳ ❙✐ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts
S ❡st é❧✉✱ ❧✬✐♥s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞✉ ✈♦t❛♥t i ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r µifS(i)✳ ▲✬✐♥s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ t♦t❛❧❡
❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ S ❡st ❞♦♥❝
∑
i∈N µifS(i)✳ ▲❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
é❧✉ ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧✬✐♥s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ t♦t❛❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞✉ s②stè♠❡
❞❡ ▼♦♥r♦❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞♦✐t êtr❡ éq✉✐❧✐❜ré❡✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞♦✐t
r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts✱ s♦✐t ⌊nk ⌋ ✈♦t❛♥ts✱ à ✉♥❡ ✉♥✐té ♣rès✳
■❧ ❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧✬✐♥s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦♣♣♦sé ❞✉ s❝♦r❡
❞❡ ❇♦r❞❛✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ (rix−m) ♦ù m ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡t rix ❧❡ r❛♥❣ ❞✉ ❝❛♥❞✐❞❛t
x ❞❛♥s ❧❡ ✈♦t❡ ❞❡ i✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ s❝♦r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ é❣❛❧ à ✶ s✐ ❧❡ ✈♦t❛♥t ❛♣♣r♦✉✈❡ ❧❡
❝❛♥❞✐❞❛t✱ ✵ s✐♥♦♥✳
❇✐❡♥ q✉❡ sé❞✉✐s❛♥t❡s s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❝❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s
♦♥t été ♠♦♥tré❡s ❞✐✣❝✐❧❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ q✉❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞✬✉♥❡
é❧❡❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧♦♥❣✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ♣r♦♣♦✲
sé❡s ♣❛r ❇❡t③❧❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✱ s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r✳
✷✳✸✳✹ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s é❧❡❝✲
t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❈❡ t❤è♠❡ ❡st ❧❡ s✉❥❡t ❝❡♥tr❛❧ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱
❡t s❡r❛ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳
▲❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ❛♣♣r♦✉✈❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❛♥❞✐❞❛ts q✉✬✐❧ s♦✉❤❛✐t❡✳ ❉❛♥s ❝❡ s②stè♠❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❑✐❧❣♦✉r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ❞❛♥s ❧❡
❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ✉♥ ✈♦t❛♥t ❡st ❛♠❡♥é à ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s
❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡s ❡♥ ❝❧❛ss❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és ♦✉ ❜✐❡♥
r❡❥❡tés✳ ❈❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ét❡♥❞✉❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s
s✉r ❧❡s ❝♦♠✐tés ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳
❊♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡
✈❛✐♥q✉❡✉r✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❧❡ ❝❛s ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ét❡♥❞ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❛✉① é❧❡❝t✐♦♥s à
✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ▲❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡
❝♦♠✐tés s❡ str✉❝t✉r❡♥t ❡♥ tr♦✐s ❝❧❛ss❡s✳
✷✳✸✳✹✳❛ Pr♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❝♦r❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠✐té ✉♥ s❝♦r❡✱ ❡t ❧❡ ❝♦♠✐té ❛✈❡❝
❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ s❝♦r❡ ❡st ❞é❝❧❛ré ✈❛✐♥q✉❡✉r✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡ s❝♦r❡ ♠❛✐s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ♠❡s✉r❡ ❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ❛✉ ♣r♦✜❧✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
❝❛té❣♦r✐❡✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✸✶
✷✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s✉r ❧❡ ✈♦t❡
❆♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✱ ❧❡ s❝♦r❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té S✱ ♥♦té AV (S)✱
❡st é❣❛❧ à
∑
i∈N |vi∩S|✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ S ❡t P ❝♦♠♠❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ S ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r ❧❡s ✈♦t❛♥ts ❞❡ P ✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ s❝♦r❡
❡st ❛❞❞✐t✐❢✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ s❝♦r❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ❡st é❣❛❧ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s s❝♦r❡s ❞❡s
❝❛♥❞✐❞❛ts q✉✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦s❡♥t ✭✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♠✐tés s✐♥❣❧❡t♦♥s✮ ❀ ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st
❞♦♥❝ ❢❛❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à é❧✐r❡ ❞❡s ❝♦♠✐tés ❞❡
❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳
❆♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♥❡tt❡ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡✱ très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✱ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡
❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ à é❧✐r❡ ❞❡s ❝♦♠✐tés ❞❡ ❣r❛♥❞❡
t❛✐❧❧❡✳ ▲❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ✉♥ ❝♦♠✐té S ❡t ✉♥ ✈♦t❡ vi ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ S ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r i ♠♦✐♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ S q✉❡ i ♥✬❛♣♣r♦✉✈❡
♣❛s✳ ▲❛ s✐♠✐❧❛r✐té t♦t❛❧❡ ♣♦✉r S✱ ♥♦té NAV (S)✱ ❡st ❛❧♦rs é❣❛❧❡
∑
i∈N |vi∩S|−|v
c
i ∩S|✱
♦ù vci ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ✈♦t❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ vi✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✱
❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❡st ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡t ❞❡♠❛♥❞❡ ❞♦♥❝ ♣❡✉t ❞✬❡✛♦rt ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡
✈❛✐♥q✉❡✉r✳
❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ Pr♦♣♦sé❡ ♣❛r ❇r❛♠s ❡t ❑✐❧❣♦✉r ✭✷✵✶✹✮✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✈❛r✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①
❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♣❛r s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ✉♥ ✈♦t❡ ❡t ✉♥ ❝♦♠✐té✳ P♦✉r
t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ✈♦t❛♥t✲❝♦♠✐té✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥ s❝♦r❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✱ SAV (S, i) = |vi∩S||vi| ✳ ❈❡
s❝♦r❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r ❧❡ ✈♦t❛♥t i q✉✐ s♦♥t ♣rés❡♥ts
❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠✐té S✳ ▲❡ s❝♦r❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r SAV (S) =
∑
i∈N
|vi∩S|
|vi|
✳ ▲❡
❝♦♠✐té é❧✉ ❡st ❧❡ ❝♦♠✐té ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡ s❝♦r❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ s❝♦r❡
❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❡st ❛❞❞✐t✐❢✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r✳ ❙❡❧♦♥ ❇r❛♠s ❡t
❑✐❧❣♦✉r✱ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛✉r❛✐t t❡♥❞❛♥❝❡ à ❡♥❝♦✉r❛❣❡r ❧❡ ✏❜✉❧❧❡t ✈♦t✐♥❣✑✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
❧❡ ✈♦t❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ✉♥✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝♦♠✐té ♥✬❡st ♣❛s
✜①é❡✱ ❡❧❧❡ ❢❛✈♦r✐s❡ ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠✐tés ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳
❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♥❡tt❡ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♥❡tt❡✱ ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
❡st ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣❛r s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ à é❧✐r❡ ❞❡s ❝♦♠✐tés
❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳ ▲❡ s❝♦r❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r NSAV (S) = SAV +(S) − SAV −(S)✱ ♦ù
SAV +(S) =
∑
i∈N
|vi∩S|
|vi|
❡t SAV −(S) =
∑
i∈N
|vci∩S|
|vci |
✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡ s❝♦r❡ NSAV (s)
❡st ❛❞❞✐t✐❢✱ ❧❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❞♦♥❝ ❢❛❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✳
❆♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡✱ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❙✐♠♠♦♥s ✭✷✵✵✶✮✱ ❡st
❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ q✉✐
♥✬❡st ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧❡ s❝♦r❡
❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r PAV (S) =
∑
i∈N r(|vi ∩ S|)✱ ♦ù r(k) = 1 + 1/2 + 1/3 +
. . . + 1/k✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❣❛❣♥é❡ ♣❛r ✉♥ ✈♦t❛♥t ❣râ❝❡ à ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t
q✉✬✐❧ ❛♣♣r♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠✐té ❞é❝r♦ît à ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛❥♦✉té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞✉ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❛ été ❞é♠♦♥tré ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ♣❛r ❆③✐③ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡
♣r♦❝é❞✉r❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ à é❧✐r❡ ❞❡s ❝♦♠✐tés ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❞é✜♥✐r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ♥❡tt❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♥❡tt❡✳
✸✷
✷✳✸✳ ❘è❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s
❆♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡✱ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❚❤♦r✈❛❧❞
❚❤✐❡❧❡ à ❧❛ ✜♥ ❞✉ XIX❡ s✐è❝❧❡✱ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉
❝♦♠✐té ❡st ✜①é❡✳ ▲❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts s♦♥t é❧✉s ❞❡ ❢❛ç♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈♦t❛♥t ❡st ✜①é❡ à ✶✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ t♦✉r✱ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ♥♦♥ é❧✉ q✉✐
♣♦ssè❞❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ s❝♦r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡st é❧✉✳ P✉✐s✱ ♦♥ ✜①❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r
❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t i à 1(1+k) ♦ù k ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts
❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r i ❡t q✉✐ s♦♥t ❞é❥à é❧✉s✳ ❆✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞és✐ré
❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts s♦✐t é❧✉✳
■❧❧✉str♦♥s ❝❡s rè❣❧❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✻✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❝✐♥q ✈♦t❛♥ts✱ tr♦✐s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡t ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ✿
P1 : (101)
P2 : (001)
P3 : (011)
P4 : (111)
P5 : (010)
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠✐té S✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s s❝♦r❡s AV (S)✱ NAV (S)✱ SAV (S)✱ NSAV (S)
❡t PAV (S)✳
S AV (S) NAV (S) SAV (S) NSAV (S) PAV (S)
(000) 0 0 0 0 0
(001) 4 3 7/3 11/6 4
(010) 3 1 11/6 1/3 3
(011) 7 4 25/6 13/6 6
(100) 2 −1 2/3 −4/3 2
(101) 6 2 19/6 5/3 5
(110) 3 −2 5/2 −1 9/2
(111) 9 3 29/6 2/3 41/6
❉ét❛✐❧❧♦♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s s❝♦r❡s ❞✉ ❝♦♠✐té (101)✳
AV (101) = 2 + 1 + 1 + 2 + 0
NAV (101) = (2− 0) + (1− 1) + (1− 1) + (2− 0) + (0− 2)
SAV (101) = 1 + 1 + 1/2 + 2/3 + 0
NSAV (101) = (1− 0) + (1− 1/2) + (1/2− 1) + (2/3− 0) + (0− 1)
PAV (101) = 3/2 + 1 + 1 + 3/2 + 0
❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡st (111) t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡
❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♥❡tt❡ ❡st (011)✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ❧❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❡st
(111) t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♥❡tt❡ ❡st (011)✳ ❊♥✜♥ ❧❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r
❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st (111)✳
✸✸
✷✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s✉r ❧❡ ✈♦t❡
✷✳✸✳✹✳❜ Pr♦❝é❞✉r❡s à s❡✉✐❧
❈❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❋✐s❤❜✉r♥ ❡t P❡❦❡❝ ✭✷✵✵✹✮✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ q✉✬✉♥ ❝♦♠✐té r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ✈♦t❛♥t i s✬✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❛ss❡③ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts
❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r i✱ s✐♥♦♥ ✐❧ ♥❡ ❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ♣❛s✳ ▲❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡
❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳ ▲❡ s❝♦r❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ s❝♦r❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s
❞❡ ♠❡s✉r❡r à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ✉♥ ✈♦t❛♥t ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ❝♦♠✐té✳
▲❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ s❡ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡✉✐❧ t : 2X → R+✱ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠✐té S✱ ✉♥ ré❡❧ t(S)✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥
❝♦♠✐té S✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ S r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ✈♦t❛♥t i s✐ S ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s t(S) ❝❛♥❞✐❞❛ts
❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r i✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡✉✐❧ t ❡st ❧❛ rè❣❧❡ q✉✐ r❡♥✲
✈♦✐❡ ✉♥ ❝♦♠✐té ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts q✉✬✐❧ r❡♣rés❡♥t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ♠❛①✐♠✐s❛♥t
|{i : |vi ∩ S| ≥ t(S)}|✳
P♦✉r q✉✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡✉✐❧ t s♦✐t ♥❡✉tr❡✱ ✐❧ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ t s♦✐t ❝❛r❞✐♥❛❧✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ t(S) ♥❡ ❞♦✐t ❞é♣❡♥❞r❡ q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡
S✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r q✉❡ S s♦✐t r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ S ❡t ❡st
❞♦♥❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t✳
❉♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ✿
❘è❣❧❡ à s❡✉✐❧ ❝♦♥st❛♥t ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ t ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ♣❡✉t ❝♦♥✈❡♥✐r à ❧✬é❧❡❝✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①é❡✳
❘è❣❧❡ à s❡✉✐❧ ❝r♦✐ss❛♥t ❉❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s é✈✐❞❡♥ts ❞❡ s❡✉✐❧s ❝r♦✐ss❛♥ts s♦♥t ❧❡ s❡✉✐❧ ♠❛❥♦✲
r✐t❛✐r❡ t(S) = |S|2 ❡t ❧❡ s❡✉✐❧ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡ str✐❝t t(S) =
|S|+1
2 ✳
❉✬❛♣rès ❑✐❧❣♦✉r ✭✷✵✶✵✮✱ ❧❡s rè❣❧❡s à s❡✉✐❧ s♦♥t ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ♠❛✐s ❞❡♠❛♥❞❡♥t
❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡st ♣❡t✐t✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❛✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s rè❣❧❡s à s❡✉✐❧✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✼✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❝✐♥q ✈♦t❛♥ts ❡t tr♦✐s ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ▲❡ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❡st ❧❡
♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✿
P1 : (101)
P2 : (001)
P3 : (011)
P4 : (111)
P5 : (010)
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ rè❣❧❡ à s❡✉✐❧ ❝♦♥st❛♥t é❣❛❧ à ✷ ❡t ❧❛ rè❣❧❡ à s❡✉✐❧ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡✳ P♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❝♦♠✐té S✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts q✉✬✐❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s
✸✹
✷✳✸✳ ❘è❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s
❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ♥♦té S2 ❡t Smaj✳
S S2 Smaj
(000) 0 0
(001) 0 4
(010) 0 3
(011) 2 4
(100) 0 2
(101) 2 4
(110) 1 3
(111) 3 3
❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ à s❡✉✐❧ ❝♦♥st❛♥t ❡st (111) t❛♥❞✐s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ tr♦✐s
❝♦♠✐tés ❡① ❛❡q✉♦ ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ à s❡✉✐❧ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡✱ q✉✐ s♦♥t (001)✱ (011) ❡t (101)✳
✷✳✸✳✹✳❝ Pr♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t✐♦♥
❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s✱ q✉❡ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❛ été
♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❇r❛♠s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼❜✮✳ ❊❧❧❡ s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡m✱ ❡♥ t❛♥t q✉❡
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧✬❤②♣❡r❝✉❜❡ ❞❡ X✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts
S ❡t T ❝♦♠♠❡ ét❛♥t é❣❛❧❡ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✿ dH(S, T ) = |(S ∩ T¯ ) ∪ (S¯ ∩ T )|✳ ❊♥
❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❡♥tr❡ S ❡t T r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts q✉✐
s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧✬✉♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛✐s ♣❛s ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t✐♦♥
❝❤❡r❝❤❡♥t à ❞ét❡r♠✐♥❡r q✉❡❧ ❡st ❧❡ ❝♦♠✐té ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦t❡s✳ Prés❡♥t♦♥s
❧❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❡t ❧❡✉rs ✈❛r✐❛♥t❡s ✿
▼✐♥✐s✉♠ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❇r❛♠s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼❜✮✱ ♦♥ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❞✬✉♥ ❝♦♠✐té à ✉♥ ♣r♦✜❧ ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞❡ ❝❡ ❝♦♠✐té à ❝❤❛❝✉♥
❞❡s ✈♦t❡s ❞✉ ♣r♦✜❧✳ ▲❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❧❡ ❝♦♠✐té ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❝❡tt❡ s♦♠♠❡✳ ❈❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❝♦r❡s ❝✐té❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
s✐♠♣❧❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts s❡❧♦♥ ❧❡✉rs s❝♦r❡s ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳ ▲❡
s❝♦r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts q✉✐ ❛♣♣r♦✉✈❡♥t ❝❡
❝❛♥❞✐❞❛t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❝♦♠✐té ❞♦✐t êtr❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ k✱ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛✈❡❝ ❧❡s k ♣❧✉s
❣r❛♥❞s s❝♦r❡s ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s s♦♥t é❧✉s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝♦♠✐té✱ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r ✉♥❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡ ✈♦t❛♥ts s♦♥t
é❧✉s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré ♣❛r ❇r❛♠s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼❛✮✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t
✐♥❥✉st❡ ❡♥✈❡rs ❝❡rt❛✐♥s ✈♦t❛♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✈❡❝ ✉♥ é❧❡❝t♦r❛t ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s
❛✉① ♦♣✐♥✐♦♥s t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦♣♣♦sé❡s✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❤♦✐s✐t ❧❡ ❝♦♠✐té ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❧❡ ♣❧✉s
♥♦♠❜r❡✉①✳
▼✐♥✐♠❛① P♦✉r ❝♦rr✐❣❡r ❧❡s ❞é❢❛✉ts ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠✱ ❇r❛♠s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼❛✮ ❞é✜♥✐ss❡♥t ♠✐♥✐♠❛①✳
❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té à ✉♥ ♣r♦✜❧ ♣❛r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s
✸✺
✷✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s✉r ❧❡ ✈♦t❡
❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞❡ ❝❡ ❝♦♠✐té ❛✉① ✈♦t❡s ❞✉ ♣r♦✜❧✳ ▲❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡
❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡
❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦t❡s✳ ▲❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐♠❛① ❡st
♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❧✉s éq✉✐t❛❜❧❡ ✭❛✉ s❡♥s r❛✇❧s✐❡♥ ❞✉ t❡r♠❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣❧✉s é❣❛❧✐t❛✐r❡✮
q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡ ❞és❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ✈♦t❛♥t ❧❡ ♠♦✐♥s
s❛t✐s❢❛✐t✳ ▼❛✐s ❝❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ❢♦rt❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉① ✈♦t❛♥ts ❡①trê♠❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
✐❧❧✉str❡r ❛✈❡❝ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✳ ■♠❛❣✐♥♦♥s ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ✶✵✵ ✈♦t❛♥ts ♦ù ✾✾ ✈♦t❛♥ts s♦♥t
❞✬❛❝❝♦r❞ s✉r ❧❡ ❝♦♠✐té à é❧✐r❡ ❡t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ✈♦t❛♥t ✈♦t❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♠✐té t♦t❛❧❡♠❡♥t
❞✐✛ér❡♥t✳ ▼✐♥✐♠❛① ❝❤♦✐s✐r❛ ✉♥ ❝♦♠✐té q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ à é❣❛❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣✮ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♠✐tés ❡t ❛❝❝♦r❞❡ ❛✐♥s✐ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐❞s ❛✉① ✾✾
✈♦t❛♥ts q✉✬❛✉ ✈♦t❛♥t ❡①trê♠❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r
❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡✳
▼✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛① ♣♦♥❞éré❡s ❑✐❧❣♦✉r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡
❝❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❡♥ ♣♦♥❞ér❛♥t ❧❡s ✈♦t❡s✱ ♣♦✉r ❧❡s r❡♥❞r❡ ♠♦✐♥s s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉① ✈♦t❡s
❡①trê♠❡s✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ✈♦t❡✱ ♦♥ ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ♣♦✐❞s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
✈♦t❛♥ts ❛②❛♥t ❝❤♦✐s✐ ❝❡ ✈♦t❡✳ P♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ ♣♦♥❞éré❡✱ ❧❡ s❝♦r❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ❡st ❛❧♦rs
é❣❛❧ à ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞❡s ✈♦t❡s ❛✉ ❝♦♠✐té ❀ ❧❡ ❝♦♠✐té
é❧✉ ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❝❡ s❝♦r❡✳ P♦✉r ♠✐♥✐♠❛① ♣♦♥❞éré❡✱ ❧❡ s❝♦r❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té
❡st é❣❛❧ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ♣♦♥❞éré❡s ❞❡s ✈♦t❡s ❛✉ ❝♦♠✐té ❀ ❞❡
♠ê♠❡ ❧❡ ❝♦♠✐té é❧✉ ❡st ❧❡ ❝♦♠✐té ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❝❡ s❝♦r❡✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❛✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❝❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✽✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❝✐♥q ✈♦t❛♥ts ❡t tr♦✐s ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ▲❡ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s
❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
P1 : (101)
P2 : (001)
P3 : (011)
P4 : (111)
P5 : (010)
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t rés✉♠❡ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣✱ ❧❡ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ❧❡ s❝♦r❡ ♠✐✲
♥✐♠❛① ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠✐tés✳
dH(c, vi) 1 2 3 4 5 sum max
000 2 1 2 3 1 9 3
001 1 0 1 2 2 6 2
010 3 2 1 2 0 8 3
011 2 1 0 1 1 5 2
100 1 2 3 2 2 10 3
101 0 1 2 1 3 7 3
110 2 3 2 1 2 10 3
111 1 2 1 0 2 7 2
▲❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ ❡st (011)✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❝♦♠✐tés ❡① ❛❡q✉♦ ♣♦✉r ♠✐♥✐♠❛①
s♦♥t (001)✱ (011) ❡t (111)✳
✸✻
✷✳✸✳ ❘è❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s❡r♦♥s ❝❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛❧❡
❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s ❡♥✜♥ q✉❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ♠❡♥t✐♦♥♥é❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✱ ❡♥tr❡ ♥✬❛♣♣r♦✉✈❡r ❛✉❝✉♥
❝❛♥❞✐❞❛t ❡t ❛♣♣r♦✉✈❡r t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐s✉♠ s✐ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞✉ ❝♦♠✐té ❡st ✜①é❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐♠❛①✱ ♥✐
♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐s✉♠ s✐ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝♦♠✐té ♥✬❡st ♣❛s ✜①é❡✳
✷✳✸✳✺ ❉é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦
❉❡ ♠ê♠❡ q✉✬❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ✐❧ ♣❡✉t ❡①✐st❡r ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❝♦♠✐tés✳ ❉❡
❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s rè❣❧❡s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s ✐rrés♦❧✉❡s ❡t rés♦❧✉❡s✳
▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s r❡♥✈♦✐❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ❡① ❛❡q✉♦✱ ❧❡s s❡❝♦♥❞❡s r❡♥✈♦✐❡♥t ❧❡ ❝♦♠✐té
✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❧✬é❧❡❝t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ rè❣❧❡ rés♦❧✉❡ ❡♥ ❛❞❥♦✐❣♥❛♥t ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡
❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦ à ✉♥❡ rè❣❧❡ ✐rrés♦❧✉❡✳ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐té s✉r ❧❡s ❝♦♠✐tés✱ ❛✜♥ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧✬❛♥♦♥②♠❛t ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❛ ♥❡✉tr❛❧✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡
❢♦♥❞é s✉r ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡s ❝♦♠✐tés ❡① ❛❡q✉♦✳
✷✳✸✳✻ Pr♦♣r✐étés ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡s
❈❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ét✉❞✐é❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✺ s✬ét❡♥❞❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① é❧❡❝t✐♦♥s
à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♥♦♥②♠❛t ♦✉ ❧❛ ♥❡✉tr❛❧✐té✳ ❈✐t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝❡
t②♣❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❊❧❦✐♥❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✱ é♥♦♥❝és ♣♦✉r ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡
✜①é ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ k✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ r ✐rrés♦❧✉❡ ✿
◆♦♥ ✐♠♣♦s✐t✐♦♥ r ❡st ❞✐t❡ ♥♦♥ ✐♠♣♦sé❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts X✱ ♣♦✉r t♦✉t
❡♥t✐❡r k ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❝♦♠✐té S ⊆ X✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣r♦✜❧ P t❡❧ q✉❡ r(P ) = S✳
❯♥❛♥✐♠✐té r ✈ér✐✜❡ ❧✬✉♥❛♥✐♠✐té s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k ❡t ♣♦✉r ♣r♦✜❧ P ✱ s✐ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t
♣♦ssè❞❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ k ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣ré❢érés✱ ❛❧♦rs ✭✶✮ S = r(P, k) ✭✉♥❛♥✐♠✐té
❢♦rt❡✮ ♦✉ ✭✷✮ S ∈ r(P, k) ✭✉♥❛♥✐♠✐té ❢❛✐❜❧❡✮✳
❈♦♥s✐st❛♥❝❡ r ❡st ❝♦♥s✐st❛♥t❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♣r♦✜❧s P1, P2
t❡❧❧❡ q✉❡ r(P1, k) ∩ r(P2, k) 6= ∅✱ ❛❧♦rs r(P1 ∪ P2, k) = r(P1, k) ∩ r(P2, k)✳
❍♦♠♦❣é♥é✐té r ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs (k, n) ♥♦♥ ♥✉❧s ❡t ♣♦✉r t♦✉t
♣r♦✜❧ P ✱ r(nP, k) = r(P, k)✱ ♦ù nP r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣r♦✜❧ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ n ❝♦♣✐❡s ❞❡ P ✳
▼♦♥♦t♦♥✐❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts r ❡st ❞✐t❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts s✐
♣♦✉r t♦✉t ♣r♦✜❧ P ✱ ♣♦✉r t♦✉t ❝❛♥❞✐❞❛t x ❡t t♦✉t ❡♥t✐❡r k✱ s✐ x ∈ S t❡❧ q✉❡ S ∈ r(P )✱
❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ♣r♦✜❧ P ′ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❛♠é❧✐♦r❛♥t ❧❡ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❞❡ x ❞✬✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s
✉♥ ✈♦t❡ v ∈ P ✱ ♦♥ ❛ x ∈ S′ t❡❧ q✉❡ S′ ∈ r(P ′)✳
✸✼
✷✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s✉r ❧❡ ✈♦t❡
▲❡s ❡♥❥❡✉① ❧✐és ❛✉① rè❣❧❡s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡✉① ❧✐és ❛✉①
rè❣❧❡s à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡✳ ❉❡s ♣r♦♣r✐étés s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉① rè❣❧❡s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦♥t
été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❝❛♣t✉r❡r ❝❡s ❡♥❥❡✉①✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡s ❝♦♠✐tés s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝♦♠✐tés✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡ r❡q✉✐❡rt
q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝♦♠✐té ❡st ❛✉❣♠❡♥té❡✱ ❛✉❝✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t é❧✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♥❡ s♦✐t
é❧✐♠✐♥é✳
▼♦♥♦t♦♥✐❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝♦♠✐tés r ❡st ❞✐t❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠✐tés s✐ ♣♦✉r t♦✉t
♣r♦✜❧ P ✱ ♦♥ ❛ ✿ ✭✶✮ ♣♦✉r t♦✉t k✱ s✐ S ∈ r(P, k) ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ S′ ∈ r(P, k + 1) t❡❧ q✉❡
S ⊆ S′ ❀ ✭✷✮ ♣♦✉r t♦✉t k✱ s✐ S ∈ r(P, k+1) ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ S′ ∈ r(P, k) t❡❧ q✉❡ S′ ⊆ S✳
❈❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✈♦t❡ ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ♣ré✲
❢ér❡♥❝❡s ♦r❞✐♥❛❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s
❛❞❛♣t❡r♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ♣♦✉r ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳
✷✳✹ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡
◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❝♦♥♥✉❡s q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❝♦✉r❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✭❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♠♠❡ ◆P ❡t ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✮✳
▲❡s t❤é♦r✐❝✐❡♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✉ ✈♦t❡ ♥❡ s❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥tér❡ssés ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❛❧❣♦r✐t❤✲
♠✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r✳ ■❧ ❡st ✈r❛✐ q✉✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡
✈♦t❡ ✉s✉❡❧❧❡s s❡ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❈✬❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❑❡♠❡♥②
❛ été ❞é♠♦♥tré❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡✈❡♥✉ ❝r✐t✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❡rs♦♥♥❡
♥❡ ♣❡✉t ❛❝❝❡♣t❡r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ❛♥♥é❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡
✈❛✐♥q✉❡✉r✳
▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❑❡♠❡♥② ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞♦♥t ♦♥ ❛ ♠♦♥tré ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡
❝❛❧❝✉❧✳ ❊❧❧❡ ❛ été ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❑❡♠❡♥② ✭✶✾✺✾✮ ♣✉✐s ❛①✐♦♠❛t✐sé❡ ♣❛r ❨♦✉♥❣ ❡t ▲❡✈❡♥❣❧✐❝❦
✭✶✾✼✽✮✱ ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ ❞é♠♦♥tré❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ♣❛r ❇❛rt❤♦❧❞✐ ■■■ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✾❛✮✱ ❡t ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ♣❛r ❍✉❞r② ✭✶✾✽✾✮✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❛ été ❞é♠♦♥tré
Θp2✲❝♦♠♣❧❡t ♣❛r ❘♦t❤❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ➪ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♦♥t été
♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❉❛✈❡♥♣♦rt ❡t ❑❛❧❛❣♥❛♥❛♠ ✭✷✵✵✹✮ ❡t ❈♦♥✐t③❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡
rés✉❧t❛t ❡①❛❝t ❞✬✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ s♦✉s ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❑❡♠❡♥②✱ ❡t ❆✐❧♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ♦♥t ❝♦♥ç✉ ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❉❡♣✉✐s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ♦♥t été ♠♦♥tré❡s ❞✐✣❝✐❧❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛
rè❣❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❈❤❛r❧❡s ❉♦❞❣s♦♥ ❛✉ ❝♦✉r❛♥t ❞✉ XIX❡✱ ♠♦♥tré❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ♣❛r
❇❛rt❤♦❧❞✐ ■■■ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✾❛✮✳ ❯♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡
♣❛r ❍❡♠❛s♣❛❛♥❞r❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡st ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ Θp2✳ P✉✐s ❘♦t❤❡
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡
❞❡ ❨♦✉♥❣ ✭✶✾✼✼✮ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r Θp2✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡st s♦✉✈❡♥t ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐✣❝✐❧❡s✱ ♦♥ ❛ t❡♥té ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s✱ ❛✈❡❝ ré✉ss✐t❡
♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❉♦❞❣s♦♥✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❛ été ❞é♠♦♥tré❡ ✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡✱
❞❡✉① rés✉❧t❛ts ♣❛r Pr♦❝❛❝❝✐❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✳
✸✽
✷✳✺✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❞✐✣❝✐❧❡s à
❝❛❧❝✉❧❡r s♦♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ▼♦♥r♦❡ ✭✶✾✾✺✮ ❡t ❞❡ ❈❤❛♠❜❡r❧✐♥ ❡t ❈♦✉r❛♥t ✭✶✾✽✸✮✳ ❈❡s ❞❡✉①
rè❣❧❡s ♦♥t été ♠♦♥tré❡s ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡s ♣❛r Pr♦❝❛❝❝✐❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽❜✮✱ ♠❛✐s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬❡❧❧❡s
❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❢❛❝✐❧❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts à é❧✐r❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t✳ P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱
❇❡t③❧❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s ✐♥t✉✐t✐✈❡s ❞❡ ▼♦♥r♦❡ ❡t ❞❡ ❈❤❛♠❜❡r❧✐♥
❡t ❈♦✉r❛♥t s♦♥t ❛✉ss✐ ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡s✳
▲❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s
❞❡ ✈♦t❡ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛ été ét✉❞✐é❡✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❞❡s s❝♦r❡s ❛❞❞✐t✐❢s s♦♥t
❢❛❝✐❧❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ▲❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s q✉✐ r❡♥tr❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♥❡tt❡✱ ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥
♥❡tt❡✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❢♦♥❞é❡ s✉r ✉♥ s❝♦r❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❞✐t✐❢✱ ❛
été ♠♦♥tré❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ♣❛r ❆③✐③ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✳
❙❡❧♦♥ ❋✐s❤❜✉r♥ ❡t P❡❦❡❝ ✭✷✵✵✹✮✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s à s❡✉✐❧
❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✐❧s ♣ré❝✐s❡♥t q✉✬❛✈❡❝ ✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ❧❡s ❡✛♦rts
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧s ♥❡ s♦♥t ♣❛s é❧❡✈és✳
❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t✐♦♥ ♠✐♥✐s✉♠✱ ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❢❛❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ♣✉✐sq✉❡
❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✳ ▲❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐♠❛① ❛ été ♠♦♥tré❡ ❞✐✣❝✐❧❡
à ❝❛❧❝✉❧❡r ♣✉✐sq✉❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ✭❝❧♦s❡st ❜✐♥❛r②
str✐♥❣✮ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ♣❛r ❋r❛♥❝❡s ❡t ▲✐t♠❛♥ ✭✶✾✾✼✮ ❡t ▲✐ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✳
✷✳✺ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
✷✳✺✳✶ ❉❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡
■❧ é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❡ ❜✉❧❧❡t✐♥ ❞❡ ✈♦t❡ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ✉♥ ✈♦t❛♥t ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
s❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✐♥❝èr❡s✳ ❈❡rt❛✐♥s ✈♦t❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ t❡♥tés ❞✬❛❣✐r str❛té❣✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ♥❡
r❡♣♦rt❛♥t ♣❛s ❧❡✉rs ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✐♥❝èr❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬é❧❡❝t✐♦♥✳ ❈❡
♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ ❡st ❞✐t❡ rés✐st❛♥t❡ à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ♣r♦✜❧✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t à ❛✉❝✉♥ ✈♦t❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❡♥ s❛ ❢❛✈❡✉r✱
♠ê♠❡ ❡♥ ❛②❛♥t ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✉ ♣r♦✜❧✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ s♦✉❤❛✐t❡ ♣❛s
q✉✬✉♥❡ rè❣❧❡ s♦✐t ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ♣♦ssè❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❙♦✐t r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ rés♦❧✉❡ ❡t P ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳ r ❡st ❞✐t
rés✐st❛♥t❡ à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ♣r♦✜❧ P ❡t ♣♦✉r t♦✉t ✈♦t❛♥t i✱ r(P ) i r(P ∪
{P ′i}\{Pi})✱ ♦ù (P ∪{P
′
i}\{Pi}) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣r♦✜❧ P ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡
s✐♥❝èr❡ Pi ❞❡ i ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡ P ′i ✳
❉❡♣✉✐s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●✐❜❜❛r❞ ✭✶✾✼✸✮ ❡t ❙❛tt❡rt❤✇❛✐t❡ ✭✶✾✼✺✮ ✭r❡tr❛♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦✲
rè♠❡ ✶✮✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ rés♦❧✉❡✱ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s
✸✾
✷✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s✉r ❧❡ ✈♦t❡
♦r❞✐♥❛❧❡s✱ rés✐st❛♥t❡ à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✐❝t❛t♦r✐❛❧❡✳ ▲❛ rè❣❧❡
❞✐❝t❛t♦r✐❛❧❡ ❡st t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦t❛♥t d ∈ N t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♣r♦✜❧ P ✱ r(P ) = Pd✳
❈♦♠♠❡ s♦♥ ♥♦♠ ❧✬✐♥❞✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ s✐♠✉❧❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ✉♥ ❞✐❝t❛t❡✉r ❝❤♦✐s✐t s②sté♠❛✲
t✐q✉❡♠❡♥t ❧✬✐ss✉❡ ❞✉ ✈♦t❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✳ ❙♦✐t r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ rés♦❧✉❡ ❡t s✉r❥❡❝t✐✈❡ ✶✳ ❙✐ r ❡st rés✐st❛♥t❡ à ❧❛
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛❧♦rs r ❡st ❞✐❝t❛t♦r✐❛❧❡✳
▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❡t
rés✐st❛♥t❡ à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ✭❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✮ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❤②♣♦t❤ès❡s ❞♦♥t ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♦r❞✐♥❛❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱
❝❡rt❛✐♥❡s rè❣❧❡s✱ ❞♦♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ ♣❡✉✈❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
é❝❤❛♣♣❡r à ❝❡ rés✉❧t❛t ❞✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té✳
✷✳✺✳✶✳❛ ❉❛♥s ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈♦t❡ s✐♥❝èr❡ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t❡
❡t ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳ ❙❡❧♦♥ ❇r❛♠s ❡t ❋✐s❤❜✉r♥ ✭✶✾✽✸✮✱ ✉♥
✈♦t❡ s✐♥❝èr❡ ❡st ✉♥ ✈♦t❡ q✉✐ ✏❬✳ ✳ ✳ ❪ r❡✢èt❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✐♥❝èr❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ q✉✐ ♥❡ ♥♦✉s tr♦♠♣❡ ♣❛s s✉r ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✑✳ ■❧s ❡♥ ❞é❞✉✐s❡♥t ❛❧♦rs q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♦r❞✐♥❛❧❡s✱ ✉♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♥❝èr❡ ❡st t❡❧ q✉❡ s✐ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t
❡st ❛♣♣r♦✉✈é ❛❧♦rs t♦✉t ❝❛♥❞✐❞❛t q✉✬✐❧ ❧✉✐ ❡st ♣ré❢éré ❡st ❛✉ss✐ ❛♣♣r♦✉✈é✳
➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♦r❞✐♥❛❧❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ♣♦✉r ✉♥ ✈♦t❛♥t✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s
s✐♥❝èr❡s ❞❡ ✈♦t❡r ✿ ♥✬❛♣♣r♦✉✈❡r ❛✉❝✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t✱ s❡✉❧❡♠❡♥t s♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣ré❢éré✱ s❡s ❞❡✉①
❝❛♥❞✐❞❛ts ♣ré❢érés✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t
s❡✉✐❧ ❡t à ❛♣♣r♦✉✈❡r t♦✉t ❝❛♥❞✐❞❛t ♣ré❢éré à ❝❡ s❡✉✐❧ ❡t ❛✉❝✉♥ ❛✉tr❡ ❝❛♥❞✐❞❛t✳ ❯♥ ✈♦t❛♥t
s✐♥❝èr❡ ❛ ❞♦♥❝ ❧❡ ❝❤♦✐① ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈♦t❡s s✐♥❝èr❡s✳ ❆✐♥s✐ ✉♥ ✈♦t❛♥t ♠ê♠❡ s✐♥❝èr❡ ❞♦✐t
❞é❝✐❞❡r ❞❡ q✉❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐❧ ✈♦t❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t str❛té❣✐q✉❡✳
❈❡❧❛ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈♦t❡ str❛té❣✐q✉❡ s✐♥❝èr❡✳ ▲❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡st s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉
✈♦t❡ str❛té❣✐q✉❡ s✐♥❝èr❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t s♦♥ ✈♦t❡ ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ ✈♦t❡ s✐♥❝èr❡✱
✉♥ ✈♦t❛♥t ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ❡t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬é❧❡❝t✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡s✱ ❧❡s ✈♦t❛♥ts ♥❡ ♣♦ssè❞❡♥t q✉✬✉♥ s❡✉❧ ✈♦t❡
s✐♥❝èr❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts s♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t sé♣❛rés ❡♥ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s✳ ❇r❛♠s ❡t ❋✐s❤✲
❜✉r♥ ✭✶✾✽✸✮ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡st rés✐st❛♥t à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s
❝❡ ❝❛❞r❡ ♣ré❝✐s✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ✈♦t❡r ❡st ❞❡ ✈♦t❡r s✐♥❝èr❡♠❡♥t✱
✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉ r❡st❡ ❞❡s ✈♦t❡s✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❊♥❞r✐ss ✭✷✵✶✸❛✮ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡st rés✐st❛♥t à ❧❛
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞✬❛✉tr❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts✱ à s❛✈♦✐r
❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥✳
✶✳ ❯♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ ❡st ❞✐t❡ s✉r❥❡❝t✐✈❡ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ❝❛♥❞✐❞❛t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ✈♦t❡ q✉✐ é❧✐t ❝❡
❝❛♥❞✐❞❛t✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❡ t❤é♦rè♠❡ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ ♣✉✐ss❡ ❛❜♦✉t✐r
à ❛✉ ♠♦✐♥s tr♦✐s ✐ss✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
✹✵
✷✳✺✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
▲❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ❡st ❞♦♥❝ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t rés✐st❛♥t à ❧❛ ♠❛✲
♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ r❡t❡♥✉❡ s✉r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳
✷✳✺✳✶✳❜ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s ✐rrés♦❧✉❡s
❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ s❡ ❢♦♥❞❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●✐❜❜❛r❞ ❡t ❙❛tt❡rt❤✇❛✐t❡
❡st ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st rés♦❧✉❡✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❛ été r❡♠✐s❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥
♣❛r ●är❞❡♥❢♦rs ✭✶✾✼✻✮✱ ❑❡❧❧② ✭✶✾✼✼✮ ❡t ❋✐s❤❜✉r♥ ✭✶✾✼✷✮ q✉✐ ♦♥t ét✉❞✐é ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s
rè❣❧❡s ✐rrés♦❧✉❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ✐rrés♦❧✉❡s ❛ ♣♦✉r ❞✐✣❝✉❧té
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡① ❛❡q✉♦ ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ s❡
♣♦s❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts s♦♥t✲❡❧❧❡s ❧✐é❡s
❛✉① ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡✉①✲♠ê♠❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ●är❞❡♥❢♦rs✱ ❑❡❧❧② ❡t ❋✐s❤❜✉r♥
♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛✉①
♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♥♦♥✲✈✐❞❡s
❞❡ X ❡t ≻i ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ i s✉r X✳ ❯♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ E tr❛♥s❢♦r♠❡ ≻
s✉r X ❡♥ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ≻E s✉r 2X \ ∅✳ ✷
Prés❡♥t♦♥s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sés ✿
Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♣t✐♠✐st❡ A ≻Oi B s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∀b ∈ B, ∃a ∈ A t❡❧ q✉❡
a ≻i b✱ ♦✉✱ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ s✐ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ A ✭s❡❧♦♥ ❧❛ ♣ré❢ér❡♥❝❡
❞✉ ✈♦t❛♥t✮ ❡st ♣ré❢éré ❛✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ B✳
Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❡ss✐♠✐st❡ A ≻Pi B s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∀a ∈ A, ∃b ∈ B t❡❧ q✉❡
a ≻i b✱ ♦✉✱ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ s✐ ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ A ✭s❡❧♦♥ ❧❛ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❞✉
✈♦t❛♥t✮ ❡st ♣ré❢éré ❛✉ ♣✐r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ B✳
Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❑❡❧❧② ✭✶✾✼✼✮ A ≻Ki B s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∀a ∈ A✱ ∀b ∈ B✱ ♦♥
❛ a ≻i b✳
Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❋✐s❤❜✉r♥ ✭✶✾✼✷✮ A ≻Fi B s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∀a ∈ A \ B✱
∀b ∈ A ∩B ❡t ∀c ∈ B \A✱ ♦♥ ❛ a ≻i b✱ a ≻i c ❡t b ≻i c✳
Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ●är❞❡♥❢♦rs ✭✶✾✼✻✮ A ≻Gi B s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✭❛✮ A ⊆ B ❡t
∀a ∈ A✱ ∀b ∈ B \ A✱ ♦♥ ❛ a ≻i b✱ ♦✉ ✭❜✮ A ⊇ B ❡t ∀a ∈ A \ B✱ ∀b ∈ B✱ ♦♥ ❛ a ≻i b✱
♦✉ ✭❝✮ ∀a ∈ A \B ❡t ∀b ∈ B \A✱ ♦♥ ❛ a ≻i b✳
■❧❧✉str♦♥s ❝❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✾✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❛tr❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡t ❧❡ ✈♦t❡ ♦r❞✐♥❛❧ s✉✐✈❛♥t ✿
P1 : x1 ≻ x2 ≻ x3 ≻ x4
✷✳ P♦✉r ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❡♥ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧✱ ✈♦✐r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇❛r❜❡rà ✭✷✵✶✵✮
❡t ❞❡ ❇r❛♥❞t ❡t ❇r✐❧❧ ✭✷✵✶✶✮✳
✹✶
✷✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s✉r ❧❡ ✈♦t❡
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♣t✐♠✐st❡ ❡t ♣❡ss✐♠✐st❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣❛✲
r❡r ❧❡s ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts {x1, x4} ❡t {x2, x3}✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
{x1, x4} ≻
O
1 {x2, x3} ❝❛r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❤♦✐① ❞❡ {x1, x4} ❡st ♣ré❢éré ❛✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❤♦✐① ❞❡
{x2, x3}✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♦♥ ❛ {x2, x3} ≻P1 {x1, x4} ❝❛r ❧❡ ♣✐r❡ ❝❤♦✐① ❞❡ {x1, x4} ❡st ♣ré❢éré
❛✉ ♣✐r❡ ❝❤♦✐① ❞❡ {x2, x3}✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❑❡❧❧② ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r {x1} ❡t {x2, x3}✳
P✉✐sq✉❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ {x1} ❡st ♣ré❢éré à ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ {x2, x3}✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
{x1} ≻
K
1 {x2, x3}✳ ❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❢♦rt ❞❡s tr♦✐s ❞❡r♥✐❡rs ♣r✐♥❝✐♣❡s✳
❆✐♥s✐✱ {x1} ≻K1 {x2, x3} ✐♠♣❧✐q✉❡ {x1} ≻
F
1 {x2, x3} ❡t {x1} ≻
G
1 {x2, x3}✳
❈♦♠♣❛r♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s {x1, x2, x3} ❡t {x2, x3, x4}✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡
q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❑❡❧❧②✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❋✐s❤❜✉r♥ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t {x1, x2, x3} ≻F1 {x2, x3, x4}✳
❊♥✜♥✱ ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s {x1, x2} ❡t {x1, x3}✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❑❡❧❧② ❡t
❞❡ ❋✐s❤❜✉r♥ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡s ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❆✈❡❝ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡
●är❞❡♥❢♦rs✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s {x1, x2} ≻G1 {x1, x3}✳
P♦✉r ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ E✱ ✉♥ ♣r♦✜❧ P ❡t ✉♥❡ rè❣❧❡ ✐rrés♦❧✉❡ r✱ ✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❞❡ r ♣❛r ✉♥ ✈♦t❛♥t i ❛✉ s❡♥s ❞❡ E ❡st ✉♥ ❜✉❧❧❡t✐♥ P ′i t❡❧ q✉❡ r(P\{Pi} ∪ {P
′
i}) ≻
E
i r(P )✳
❯♥❡ rè❣❧❡ ✐rrés♦❧✉❡ r ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ E s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣r♦✜❧ P ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ✈♦t❛♥t i ❛✉ s❡♥s ❞❡ E✳ ❯♥❡ rè❣❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞✉
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ E ❡st ❞✐t❡ PE✲♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❧❡ ♣❧✉s ❢♦rt✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❑❡❧❧②✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱
❚❛②❧♦r ✭✷✵✵✺✮ ❛ ♠♦♥tré q✉✬❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣❧✉r❛❧✐té ❡t ❝❡rt❛✐♥❡s rè❣❧❡s ❢❛✐❜❧❡✲
♠❡♥t ❈♦♥❞♦r❝❡t ❝♦❤ér❡♥t❡s s♦♥t PK✲♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡s✳ ❈♦♥❢♦rt❛♥t ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ❇r❛♥❞t ✭✷✵✶✵✮
❛ ♠♦♥tré q✉✬❛✉❝✉♥❡ rè❣❧❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t ❝♦❤ér❡♥t❡ ♥✬❡st rés✐st❛♥t❡ à ❧❛ PK✲♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❛ ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r q✉✬✉♥❡ rè❣❧❡ s♦✐t rés✐st❛♥t❡ à ❧❛ PK✲
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▲❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛ss✉r❡ q✉❡
❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ♥❡ s♦✐t ♣❛s ♠♦❞✐✜é s✐ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts
q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝❤♦✐s✐s s♦♥t ❛✛❛✐❜❧✐❡s✳ ❆❧♦rs✱ t♦✉t❡ rè❣❧❡ ✐rrés♦❧✉❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡
❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st rés✐st❛♥t❡ à ❧❛ PK✲♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❉❡✉① rè❣❧❡s q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été
s♦♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ q✉✐ r❡t♦✉r♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♥♦♥ P❛r❡t♦ ❞♦♠✐♥és✱ ❡t ❧❛
rè❣❧❡ ❞❡ ❧✬♦♠♥✐♥♦♠✐♥❛t✐♦♥✱ q✉✐ r❡t♦✉r♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝❧❛ssés ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦s✐✲
t✐♦♥ ♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ✈♦t❛♥t✳ ❈❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ rés✐st❛♥t❡s à ❧❛ PK✲♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❇r❛♥❞t ✭✷✵✶✵✮ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❛✉ss✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ rés✐st❛♥❝❡
à ❧❛ PK✲♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s à ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♣❛r ♣❛✐r❡✳ ❈❡❝✐ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡
❝❡rt❛✐♥❡s rè❣❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❇♦r❞❛✱ ❞❡ ❈♦♣❡❧❛♥❞✱ ❞❡ ❑❡♠❡♥② ❡t ❞❡ ❇❛♥❦s ♥❡ s♦♥t
♣❛s rés✐st❛♥t❡s à ❧❛ PK✲♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s ♥❡ ✈ér✐✜❡♥t ♣❛s ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡✳
P♦✉r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❋✐s❤❜✉r♥ ❡t ❞❡ ●är❞❡♥❢♦rs✱ ●är❞❡♥❢♦rs ✭✶✾✼✻✮ ❛
ét✉❞✐é ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t ❡t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧✬♦♠♥✐♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❡t ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡s ❞❡✉①
rè❣❧❡s s♦♥t rés✐st❛♥t❡s à ❧❛ PG✲♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ P✉✐s ❇r❛♥❞t ❡t ❇r✐❧❧ ✭✷✵✶✶✮ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ à ❧❛ PF ✲♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t à ❧❛ PG✲
✹✷
✷✳✺✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t✱ ❞❡ ❧✬♦♠✲
♥✐♥♦♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❞❡ P❛r❡t♦ ✸ ❡t ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t✲P❛r❡t♦ s♦♥t rés✐st❛♥t❡s à ❧❛ PF ✲♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❚♦♣ ❝②❝❧❡✱ q✉✐ r❡t♦✉r♥❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ tr❛♥✲
s✐t✐✈❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♠❛❥♦r✐té✱ ❛ été ♠♦♥tré❡ rés✐st❛♥t❡ à ❧❛ PF ✲♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✹ ❡t à ❧❛
PG✲♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
✷✳✺✳✷ ❉❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s
▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s s❡ ❢♦♥❞❡♥t s✉r ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s
✈♦t❛♥ts s✉r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ❡t ♥♦♥ s✉r ❧❡s ❝♦♠✐tés✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✱ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❡✉r
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ♣♦✉r ✉♥ ✈♦t❛♥t✱ ✉♥ ❝♦♠✐té ❡st ♣ré❢éré à ✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦♠✐té✳
❈❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡ ✜❣✉r❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❊♥
❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ❡st ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té s✉r ❧❡s
❝♦♠✐tés✳ ❯♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ré✉ss✐❡ s✐ ❡❧❧❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ❞♦♥t
❧✬✉t✐❧✐té ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦♠✐té ♣ré❝é❞❡♥t✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●✐❜❜❛r❞ ✭✶✾✼✸✮ ❡t ❙❛tt❡rt❤✇❛✐t❡ ✭✶✾✼✺✮ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s ❛✉① rè❣❧❡s à
✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛♥❞✐❞❛ts ✈❛✐♥q✉❡✉rs ✐♥tr♦❞✉✐t
❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❞❡✉①
❝❛♥❞✐❞❛ts x✱ y ❡t n ✈♦t❛♥ts✳ ▲❡ ✈♦t❛♥t 1 ♣ré❢èr❡ x à y✱ ♠❛✐s ❝❡ ✈♦t❛♥t s❛✐t q✉❡ ❝❡s ❞❡✉①
❝❛♥❞✐❞❛ts ♥❡ s✬❛♣♣ré❝✐❡♥t ♣❛s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ✐❧ ♥❡ s♦✉❤❛✐t❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ❧❡s ✈♦✐r t♦✉s ❧❡s ❞❡✉①
é❧✉s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ s❛✐t q✉❡ y ♣♦ssè❞❡ ❛ss❡③ ❞❡ s♦✉t✐❡♥ ♣♦✉r êtr❡ é❧✉ ❡t q✉❡ x ♥❡ s❡r❛ ♣❛s é❧✉
s❛♥s s♦♥ ✈♦t❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ✈♦t❛♥t 1 ❛✉r❛✐t ❛✈❛♥t❛❣❡ à ♥❡ ♣❛s s✉♣♣♦rt❡r ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t x ♣♦✉r ♥❡
♣❛s s❡ r❡tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts s♦♥t é❧✉s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
♣❛r❛ît ✐♥é✈✐t❛❜❧❡ à ♠♦✐♥s ❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❧✐♠✐t❡r ❧❡s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳
❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❝❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s✳
▲❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s s♦♥t t❡❧❧❡s q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❡♥tr❡
❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡s ♣ré✲
❢ér❡♥❝❡s s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ Pr❡♥♦♥s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s ❡t ♥♦♥
sé♣❛r❛❜❧❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠✐té ❛✈❡❝ ✸ ❝❛♥❞✐❞❛ts X = {x1, x2, x3}✳ ❙✉♣♣♦✲
s♦♥s q✉✬✉♥ ✈♦t❛♥t ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
(100) ≻ (110) ≻ (101) ≻ (111) ≻ (000) ≻ (010) ≻ (001) ≻ (011)
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✉ ✈♦t❛♥t s♦♥t sé♣❛r❛❜❧❡s ✭x1 ≻ x¯1✱ x¯2 ≻ x2 ❡t x¯2 ≻ x2✮✳ ■❧
♥✬❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣ré❢é✲
r❡♥❝❡s ❞✉ ✈♦t❛♥t s♦✐❡♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
(110) ≻ (100) ≻ (111) ≻ (101) ≻ (000) ≻ (010) ≻ (001) ≻ (011)
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✉ ✈♦t❛♥t ♥❡ s♦♥t ♣❛s sé♣❛r❛❜❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ s✬❛♣❡rç♦✐t q✉❡
❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t x1 ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠✐té✱ ❧❡ ✈♦t❛♥t ♣ré❢èr❡ q✉❡ x2 ② s♦✐t ❛✉ss✐ ✭(110) ≻ (100)
✸✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❛✈❛✐t été ❞é♠♦♥tré ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ♣❛r ❋❡❧❞♠❛♥ ✭✶✾✼✾✮✳
✹✳ ❙❛♥✈❡r ❡t ❩✇✐❝❦❡r ✭✷✵✶✷✮ ♦♥t ❛✉ss✐ ❞é❝♦✉✈❡rt ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✳
✹✸
✷✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s✉r ❧❡ ✈♦t❡
❡t (111) ≻ (101)✮✱ ♠❛✐s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t x1 ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠✐té✱ ❛❧♦rs ❧❡ ✈♦t❛♥t
♣ré❢èr❡ q✉❡ x2 ♥✬② s♦✐t ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ✭(000) ≻ (010) ❡t (001) ≻ (011)✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s
s✉r ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t x2 s♦♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t x1✳ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❇❛r❜❡r❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✶✮ ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉t❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ rè❣❧❡s
❞❡ ✈♦t❡ rés✐st❛♥t❡s à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ q✉✬✐❧s ❛♣♣❡❧❧❡♥t ❧❡s é❧❡❝t✐♦♥s ♣❛r ❝♦♠✐tés✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡
❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳
❯♥ ❛✉tr❡ tr❛✈❛✐❧ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s
❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❙❧✐♥❦♦ ❡t ❲❤✐t❡ ✭✷✵✶✵✮ q✉✐ ♦♥t ét✉❞✐é ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s à
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❊♥ ❞✐st✐♥❣✉❛♥t ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t str❛té❣✐q✉❡
❝❤❡③ ❧❡s ✈♦t❛♥ts✱ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ❝❤❡r❝❤❛♥t à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐è❣❡s ❞✉ ♣❛rt✐✱ ❧❡s
s❡❝♦♥❞s ❝❤❡r❝❤❛♥t à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r✱ ✐❧s ♦♥t ét✉❞✐é ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s à
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ s❡✉✐❧ ✭s❡✉✐❧ ♠✐♥✐♠❛❧
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s s✐è❣❡s✮✳
✷✳✺✳✷✳❛ ❉❛♥s ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té s✉♣♣❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡ ❡st q✉❡ ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✐ ✉♥ ✈♦t❡ ❡st ✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s
❞❡s ✈♦t❛♥ts s✉r t♦✉s ❧❡s ❝♦♠✐tés✳ ❖r✱ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡ ✜❣✉r❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ■❧ s❡r❛ ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬ét❡♥❞r❡
❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠✐tés✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❡t ❝❡❧❧❡ q✉❡
♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱ ❡st q✉❡ ♣❧✉s ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ❛✉ ❝♦♠✐té
♦♣t✐♠❛❧ ❞✉ ✈♦t❛♥t ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ♣❧✉s ❧❡ ✈♦t❛♥t ❛♣♣ré❝✐❡ ❝❡ ❝♦♠✐té✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s♦♥t
❞✐t❡s ❍❛♠♠✐♥❣✲❝♦❤ér❡♥t❡s✳ ❈❡❧❛ ♥❡ ❞✐t r✐❡♥ s✉r ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✬✉♥ ✈♦t❛♥t i ❡♥tr❡ ❞❡✉①
❝♦♠✐tés à é❣❛❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞❡ vi✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♥✬❡♥ ❛✉r♦♥s ❥❛♠❛✐s ❜❡s♦✐♥ ❞❛♥s
❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s✱ ✐❧ s✉✣r❛ ❞✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ s✉r ❧❡s
♣ré❢❡r❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts✱ à s❛✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ✈♦t❛♥t i ❛ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠✐té ♣ré❢éré✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✵✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s tr♦✐s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡t ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✿
P1 : (101)
▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❍❛♠♠✐♥❣✲❝♦❤ér❡♥t❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❝❡ ✈♦t❡ ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣ré✲♦r❞r❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠✐tés✳ ❊♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡
101 ≻1 100✱ 001 ≻1 011 ❡t 100 ≻1 010✳
❊♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛tt✐ré ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❞✉ ❧❡❝t❡✉r s✉r ❞❡✉① rè❣❧❡s ♠❛❥❡✉r❡s ❞✉
✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❧❡s rè❣❧❡s ♥♦♠♠é❡s ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛①✳
❉✬❛♣rès ❇r❛♠s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼❛✮✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ♠✐♥✐♠❛① ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ❡t q✉❡ ♠✐♥✐s✉♠
♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✳ ❊♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t str❛té❣✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❞❡ rè❣❧❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❝❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s✳
✹✹
✷✳✻✳ ❱❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s
✷✳✺✳✷✳❜ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s ✐rrés♦❧✉❡s
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s rè❣❧❡s ✐rrés♦❧✉❡s✱ ❧✬✐❞é❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉✬❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✳❜✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts s✉r ❧❡s ❝♦♠✐tés ❛✉① ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ ❝♦♠✐tés✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s ✐rrés♦❧✉❡s à ✈❛✐♥q✉❡✉r
✉♥✐q✉❡ s♦♥t ❛✉ss✐ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♥♦♥✲✈✐❞❡s ❞❡
2X ✱ ❡t ≻i ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ i s✉r 2X ✳ ❯♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ E tr❛♥s❢♦r♠❡ ≻
s✉r 2X ❡♥ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ≻E s✉r 22
X
\ ∅✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥
♦♣t✐♠✐st❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿
Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♣t✐♠✐st❡ A ≻Oi B s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∀B ∈ B, ∃A ∈ A t❡❧ q✉❡
A ≻i B✱ ♦✉✱ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ s✐ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ A ✭s❡❧♦♥ ❧❛ ♣ré❢ér❡♥❝❡
❞✉ ✈♦t❛♥t✮ ❡st ♣ré❢éré ❛✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ B✳
✷✳✻ ❱❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❛✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✈♦t❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s
✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✱ ♣rés❡♥té❡s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❇♦✉t✐❧✐❡r ❡t ❘♦s❡♥s❝❤❡✐♥ ✭✷✵✶✻✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt
❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ✈♦t❡✱ ❧❡s ✈♦t❛♥ts ❞♦✐✈❡♥t ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣❛❣❡s ✇❡❜✱ ❧❛ r❡❝♦♠✲
♠❛♥❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❞✉✐t ♦✉ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ré✉♥✐♦♥✱ ❧❡s ✈♦t❛♥ts ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❢♦✉r♥✐r ✉♥
❝❧❛ss❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s à ❝♦♥s✐❞é✲
r❡r ♣❡✉t êtr❡ très é❧❡✈é ❡t ♠ê♠❡ ♣♦ssé❞❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❡♥tr❛î♥❡r
✉♥ ❡✛♦rt ❝♦❣♥✐t✐❢ ♣r♦❤✐❜✐t✐❢✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
♣♦✉r ❝♦❧❧❡❝t❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦t❡s✳ ❖r✱ ❝❡t ❡✛♦rt ♣❡✉t êtr❡ s✉♣❡r✢✉ ❞❛♥s ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù
✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❛♥t à ❧✬✐ss✉❡ ❞✉
✈♦t❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♣❡✉t êtr❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥ ♦✉ é✈♦❧✉❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳
❈❡✉① s♦♥t ❝❡s s✐t✉❛t✐♦♥s q✉✐ ♣♦✉ss❡♥t à ❧✬ét✉❞❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ✈♦t❡✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❡s ❞❡✉① q✉❡st✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
❱❛✐♥q✉❡✉r ♥é❝❡ss❛✐r❡ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t x✱ ❡st✲✐❧ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠✲
♣❧ét✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉ ♣r♦✜❧ ❄
❱❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t x✱ ❡st✲✐❧ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❛♥s ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡
❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉ ♣r♦✜❧ ❄
❈❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡s ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r
❑♦♥❝③❛❦ ❡t ▲❛♥❣ ✭✷✵✵✺✮✱ ♣❛r♠✐ ❞✬❛✉tr❡s q✉❡st✐♦♥s r❡❧❡✈❛♥t ❞❡ ❧✬é❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳
▲❡✉r ét✉❞❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❥✉st✐✜é❡ ❞❛♥s ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
• ❈❡rt❛✐♥s ✈♦t❛♥ts ♦♥t ❡①♣r✐♠é ❧❡✉rs ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❡t ❞✬❛✉tr❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❡①♣r✐✲
♠és✳ ▲❡ ♣r♦✜❧ ❡st ❛❧♦rs ❝♦♠♣♦sé ❞✬♦r❞r❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝♦♠♣❧❡ts ♦✉ ✈✐❞❡s✳
✹✺
✷✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s✉r ❧❡ ✈♦t❡
• ❚♦✉s ❧❡s ✈♦t❛♥ts ♦♥t ❡①♣r✐♠é ❧❡✉rs ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❉❡
♥♦✉✈❡❛✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s
❞❡s ✈♦t❛♥ts✳
• ❖♥ ❛✉t♦r✐s❡ ❧❡s ✈♦t❛♥ts à ❡①♣r✐♠❡r ❧❡✉rs ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t
❛✐♥s✐ ❝❤♦✐s✐r ❞❡ ♥❡ ♣❛s s♣é❝✐✜❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s✱ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧s ♥❡ s❛✈❡♥t ♣❛s
❝♦♠♣❛r❡r ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts ♦✉ q✉✬✐❧s ♥❡ s♦✉❤❛✐t❡♥t ♣❛s ❧❡s ❝♦♠♣❛r❡r✳
• ▲❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♦♥t été ❡①♣r✐♠é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡
❝♦♠♠❡ ❧❡s ❈P✲♥❡ts ✺✳
❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝❛s✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡s ✐ss✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡
❧✬é❧❡❝t✐♦♥ s❛♥s ❛✈♦✐r à ❛tt❡♥❞r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t
❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s r❡❝✉❡✐❧❧✐❡s ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t s♦♥t s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❡
✈❛✐♥q✉❡✉r ✭✈❛✐♥q✉❡✉r ♥é❝❡ss❛✐r❡✮✳ ❙✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts q✉✐ ♦♥t ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ ❣❛❣♥❡r ✭✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡✮ ❛✜♥ q✉❡ ❧❡s ✈♦t❛♥ts
s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡♥t s✉r ❝❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡st ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❈♦♥✐t③❡r ❡t
❙❛♥❞❤♦❧♠ ✭✷✵✵✷✮✱ ❝❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s
♣ré❢ér❡♥❝❡s à é❧✐❝✐t❡r ♣♦✉r êtr❡ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r✳
▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡s ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♦♥t r❡ç✉ ✉♥ ✐♥térêt s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡st ❜♦r♥é✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❛
été ♠♦♥tré ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❇♦r❞❛✱ ❞❡ ✈❡t♦✱ ❞❡ ❈♦♣❡❧❛♥❞✱ ❞❡ ♠❛①✐♠✐♥✱ ❙❚❱ ❡t ❧❛
rè❣❧❡ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡ à ❞❡✉① t♦✉rs✳ P♦✉r ❙❚❱ ❡t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ♠❛❥♦r✐té à ❞❡✉① t♦✉rs✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡s ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛ été ♠♦♥tré ❝♦◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳ ❈❡s ❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts ♦♥t été
é♥♦♥❝és ♣❛r ❳✐❛ ❡t ❈♦♥✐t③❡r ✭✷✵✵✽✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t
♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♦♥t été ❞é✜♥✐s ♣❛r ❑♦♥❝③❛❦ ❡t ▲❛♥❣ ✭✷✵✵✺✮✱ q✉✐ ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬✐❧s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ rés♦❧✉s ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
❈❡s ❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts s❡ ❢♦♥❞❡♥t s✉r ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♦r❞✐♥❛❧❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡s ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳
✷✳✼ ❱♦t❡ s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s
❚r❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ s♦♥t ❝♦♥ç✉❡s ♣♦✉r ❛❣ré❣❡r ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ❞❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ♦✉ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s s✐t✉❛t✐♦♥s
❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♣♦✉r q✉❡ ❝❡❧❛ ❞❡✈✐❡♥♥❡ ✉♥
❡♥❥❡✉① ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▲❡s s✐t✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❡♥ s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✿
❘é❢ér❡♥❞✉♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ Pr❛t✐q✉❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ♦✉tr❡✲❆t❧❛♥t✐q✉❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❞é✲
❝✐s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥t❡r✲
✺✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❇♦✉t✐❧✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❈P✲♥❡ts ❞❛♥s
❧❛ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳
✹✻
✷✳✼✳ ❱♦t❡ s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s
❝♦rré❧é❡s✳ ▲✬✐ss✉❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ✈♦t❡ ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❜✐♥❛✐r❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s
❛♣♣r♦✉✈é❡s ♦✉ r❡❥❡té❡s✳
➱❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠✐tés ▲❡ ❜✉t ❡st ✐❝✐ ❞✬é❧✐r❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ✉♥ ❝♦♠✐té✱ ❞❡
t❛✐❧❧❡ ✜①é❡ ♦✉ ♥♦♥✳
❈❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ♣✉✐sq✉✬✐❧s r❡♥tr❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s é❧❡❝✲
t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ♣rés❡♥té❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❝❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❡st
❝❧❛✐r ✿ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s à ✉♥ ❝♦♠✐té✱ ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
❛❞♦♣té❡s✳ ❖♥ tr♦✉✈❡r❛ ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✉r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ♣❛r
▲❛♥❣ ❡t ❳✐❛ ✭✷✵✶✻✮✳
P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ❯♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡st ✉♥
♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ D = D1 × . . . × Di × . . . × Dp✱ ♦ù ♣♦✉r t♦✉t i✱ Di ❡st ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡
✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xi✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❝♦♠♠✉♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ✈❡❝t❡✉r−→
d ∈ (x1, x2, . . . , xp) ∈ D✳ ❉♦♥♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡ ✿
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✶✳ ❈❤♦✐① ❞✬✉♥ ♠❡♥✉ ❝♦♠♠✉♥ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❣❡♥ts ❞♦✐t ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡
❞é❝✐s✐♦♥ s✉r ✉♥ ♠❡♥✉ ♣♦✉r ✉♥ ❞î♥❡r ❞❡ ❣❛❧❛ ✭❧❡ tr❛✐t❡✉r s❡rt ✉♥ ♠❡♥✉ ✉♥✐q✉❡✮✳ ■❧
❢❛✉t ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♣❧❛t✱ ❧❡ ❞❡ss❡rt ❡t ❧❛ ❜♦✐ss♦♥ ✿ ❧❡ ♣❧❛t ♣❡✉t êtr❡ ❞✉ ❧❛♣✐♥ ✭❧✮✱ ❞❡ ❧✬❛❣♥❡❛✉
✭❛✮ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❝❤❡ ✭♣✮✱ ❧❛ ❜♦✐ss♦♥✱ ❞✉ ✈✐♥ r♦✉❣❡ ✭r✮✱ ❞✉ ❜❧❛♥❝ ✭❜✮ ♦✉ ✉♥ s♦❞❛ ✭s✮✱ ❧❡
❞❡ss❡rt✱ ✉♥❡ t❛rt❡ ❛✉ ❝❤♦❝♦❧❛t ✭t✮✱ ✉♥ ✢❛♥❝ ✭❢✮ ♦✉ ✉♥ ❝r✉♠❜❧❡ ❛✉① ♣♦♠♠❡s ✭❝✮✳ ▲❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✿ D = {l, a, p}×{r, b, s}×{t, f, c}✳
❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
♦r❞✐♥❛✐r❡s ❡t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s rè❣❧❡s ✉s✉❡❧❧❡s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡
♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♣❛r ❧❡s ✈♦t❛♥ts✳ ▲❛ ♥❛t✉r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ r❡♥❞ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐rré❛❧✐s❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ✈♦t❛♥t ❞❡
❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❡st ❢❛✐❜❧❡✳ ◆♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♠❡♥✉ ❝♦♠♠✉♥ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ q✉✬✉♥
♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞✬♦♣t✐♦♥s ♠❛✐s ❝♦♥❞✉✐t ♣♦✉rt❛♥t à ✷✼ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❞é❥à ❞✐✣❝✐❧❡ à
❝❧❛ss❡r ♣♦✉r ✉♥ ✈♦t❛♥t✳
❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡st ❢❛✐t ♣♦✉r ❧❡s ré❢ér❡♥❞✉♠s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛✉ss✐ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❤❛q✉❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✱ ❡♥ ♦r❣❛♥✐s❛♥t ❞❡s ✈♦t❡s s✐♠✉❧t❛♥és ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡
❡❧❧❡s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐r❛✐t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♣❧❛t✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉ ✈✐♥ ✭❡t ❞✉
❞❡ss❡rt✮✳ ❖♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❛❧♦rs q✉❡❧s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❡✉✈❡♥t s✉r❣✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧✬✐ss✉❡ ❞✉
✈♦t❡ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t ❝♦♥✈❡♥✐r à ❛✉❝✉♥ ✈♦t❛♥t✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐♠❛❣✐♥♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛✐t ❤✉✐t
✈♦t❛♥ts ✿ tr♦✐s ✈♦t❛♥ts s♦✉❤❛✐t❡♥t ♠❛♥❣❡r ❧❡ ❧❛♣✐♥ ❛✈❡❝ ❞✉ ✈✐♥ r♦✉❣❡ ❡t ✉♥❡ t❛rt❡ ❛✉ ❝❤♦❝♦❧❛t✱
(art)✱ tr♦✐s ❛✉tr❡s ❝❤♦✐s✐ss❡♥t (pbf)✱ ✉♥ ✈♦t❛♥t ♣ré❢èr❡ (asc) ❡t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤♦✐s✐t (lbt)✳ P❛r
s❝r✉t✐♥ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡ s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧✬✐ss✉❡ s❡r❛✐t ❧✬❛❣♥❡❛✉ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ❞❡ ✈✐♥
❜❧❛♥❝ ❡t ✉♥❡ t❛rt❡ ❛✉ ❝❤♦❝♦❧❛t✱ ❛❧♦rs q✉✬❛✉❝✉♥ ✈♦t❛♥t ♥✬❛✈❛✐t s♦✉❤❛✐té ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡r ❧✬❛❣♥❡❛✉
❞❡ ✈✐♥ ❜❧❛♥❝✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s
✹✼
✷✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s✉r ❧❡ ✈♦t❡
♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts s♦♥t sé♣❛r❛❜❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ q✉❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✬✉♥ ✈♦t❛♥t s✉r ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬❡st
♣❛s ré❛❧✐st❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❖♥ ❧❡ ✈♦✐t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♦ù ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣❧❛t ✐♥✢✉❡ ❢♦rt❡♠❡♥t
s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❜♦✐ss♦♥✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s ❧❡s ré❢ér❡♥❞✉♠s ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦ù ❞❡s q✉❡st✐♦♥s s✉r
❧❡ ❜✉❞❣❡t ❡t s✉r ❧❡s ✐♠♣ôts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦rré❧é❡s✳
❙❛♥s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ sé♣❛r❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✱ ❧❡ ✈♦t❡ séq✉❡♥t✐❡❧ s♦✉✛r❡ ❞❡s
♠ê♠❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ ❧❡ ✈♦t❡ s✐♠✉❧t❛♥é✳ ❉❛♥s ❧❡ ✈♦t❡ séq✉❡♥t✐❡❧✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ✈♦t❡r s✉r
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉♥❡ ♣❛r ✉♥❡✱ s❡❧♦♥ ✉♥ ♦r❞r❡ ♣ré❞é✜♥✐✱ ✉♥ ❛❣❡♥❞❛✱ ❡t ❡♥ ❛♥♥♦♥ç❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t
à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛❣❡♥❞❛ ❡st ✉♥ ❡♥❥❡✉① ❡♥ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s♦✉❧è✈❡ ❞❡ ♥♦✉✲
✈❡❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ét✉❞✐és ♣❛r ❆✐r✐❛✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✱ t❡❧s q✉❡ ✿ q✉✬❡st✲❝❡ q✉✬✉♥ ❜♦♥ ❛❣❡♥❞❛✱ ♦✉
❡♥❝♦r❡ q✉✐ ❧❡ ❝❤♦✐s✐t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥❞❛ ♣❡✉✈❡♥t ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞♦♥❝ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞❡
♠ê♠❡ q✉❡✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✈♦t❡ s✐♠✉❧t❛♥é✱ ❧❡ ✈♦t❡ séq✉❡♥t✐❡❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❝♦ût ❞✬é❧✐❝✐t❛t✐♦♥
❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈♦t❛♥ts✳
❯♥❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❞❡ ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ❛✉① ✈♦t❛♥ts q✉✬✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ♣❛rt✐❡
❞❡ ❧❡✉rs ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❡t ❡♥s✉✐t❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ♣♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ❝❡s
♣ré❢ér❡♥❝❡s✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥ ❝♦ût
❞✬é❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈♦t❛♥ts✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✵ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✷✳❛
✐❧❧✉str❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡s
♣ré❢ér❡♥❝❡s ❡✛❡❝t✉é❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❜✐❡♥
q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s rè❣❧❡s s♦♥t ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s✳ Prés❡♥t♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs
❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ✿
❋♦♥❞é s✉r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ▲❡s ✈♦t❛♥ts ♥❡ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t q✉❡ ❧❡✉r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣ré✲
❢éré❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣ré❞é✜♥✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s
♣♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❝❧❛ss❡ ❧❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ♣r♦①✐♠✐té ❛✈❡❝ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣ré❢éré❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳
❋♦♥❞é s✉r ❧❡ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ▲❡s ✈♦t❛♥ts s♣é❝✐✜❡♥t ✉♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❡♥ t❛♥t q✉❡ s✐♥❣❧❡t♦♥s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ét❡♥❞ ❛❧♦rs ❝❡ ❝❧❛ss❡♠❡♥t
à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳ ❈❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛
sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ♠❛✐s ♣❡✉t s✬ét❡♥❞r❡ à t♦✉t ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠✐tés✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡
❈❤❛♠❜❡r❧✐♥✲❈♦✉r❛♥t ✭♦✉ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♣t✐♠✐st❡✮ ❡st ✉♥ ❞❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉s✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é
✉♥ ✈♦t❛♥t i✱ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦♠✐té S✱ i ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r s❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❛♥s
S✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❝❧❛ss❡ ❧❡s ❝♦♠✐tés ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s
♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♣♦✉r i✳
❇❛sé s✉r ❧✬❤②♣❡r❝✉❜❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ▲❡s ✈♦t❛♥ts ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❛♥s
❝❡ ❝❛s ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡ ❧❡✉rs ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ❧✬❤②♣❡r❝✉❜❡ ❛ss♦❝✐é à
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❡♥tr❡ t♦✉t❡s ♣❛✐r❡s ❞✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s q✉✐ s♦♥t
✐❞❡♥t✐q✉❡s s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❛✉❢ ✉♥❡✳ ❖♥ ❡♥t❡♥❞ ♣❛r r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡
✹✽
✷✳✼✳ ❱♦t❡ s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s
✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❢♦r♠❡❧ q✉✐ ❛ss✐❣♥❡ t♦✉t ♠♦t ❡♥ ❡♥tré❡ à ✉♥ ✈♦t❡✱ ❝♦♠♣❧❡t ♦✉ ♥♦♥✱ ❝❡ q✉✐
♣❡r♠❡t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❞♦♥♥❡r s❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡
❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❢♦r♠❡❧ ❝♦♠♣❛❝t ❡st ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s ❈P✲♥❡ts✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❇♦✉t✐❧✐❡r ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✹✮✳
❆✐♥s✐✱ ❡♥ ✈♦t❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❧❛♥❣❛❣❡s ♣♦✉r
❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts ❡t ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ♣♦✉r ❛❣ré❣❡r ❝❡s ♣ré✲
❢ér❡♥❝❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ❡t ét✉❞✐❡r♦♥s ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r
❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳
✹✾

❈❤❛♣✐tr❡ ✸
❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t
❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿
♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s
❘és✉♠é
▲❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ✈♦t❡ ✉t✐❧✐sé❡✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s
❝❤♦s❡s✱ ♣♦✉r é❧✐r❡ ❞❡s ❝♦♠✐tés ♦✉ ❝❤♦✐s✐r ❧✬✐ss✉❡ ❞✬✉♥ ré❢ér❡♥❞✉♠ ♠✉❧t✐♣❧❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t
❛✉① ✈♦t❛♥ts ❞❡ ✈♦t❡r ♣♦✉r ✭✏❞✬❛♣♣r♦✉✈❡r✑✮ ❛✉t❛♥t ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts q✉✬✐❧s ❧❡ s♦✉❤❛✐t❡♥t✳
❉❡✉① rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ♦♥t été ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r
❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ♠✐♥✐s✉♠✱ ❝❤♦✐s✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts
♦✉ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛②❛♥t été ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳ ▲❛ rè❣❧❡
♠✐♥✐♠❛① é❧✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠✱ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
✈♦t❛♥ts✱ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ✈♦t❡s✳
❈♦♠♠❡ ❝❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s s❡♠❜❧❡♥t tr♦♣ ❡①trê♠❡s✱ ♥♦✉s ❧❡s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ❡♥ ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡✱ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♦r❞♦♥♥é❡
♣♦♥❞éré❡ ✭♦r❞❡r❡❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣✐♥❣✱ ❖❲❆✮✳ ❈❡tt❡ rè❣❧❡ ❡st ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ✉♥ ✈❡❝✲
t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s✱ ♥♦té w✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ❡♥tr❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❡t
♠✐♥✐♠❛①✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞✬éq✉✐té✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s ❞é✲
❝r♦✐ss❛♥ts ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉① ✈❡❝t❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s✱ ♥♦tés w(i) = (1, .., 1, 0, .., 0)✱ ♦ù i
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✵✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r✲
♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦✉r ❞❡s
rè❣❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ✈❡❝t❡✉rs w(i)✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦✲
♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❝❡s rè❣❧❡s ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡❧❛ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s
ét✉❞✐♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ q✉❛♥t✐❧❡
q(i) = (0, . . . , 0, 1, 0 . . . 0)✱ ♦ù ❧✬✉♥✐q✉❡ ✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ i❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s
❡①♣❧♦r♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s q✉❛♥❞ ❡❧❧❡s s♦♥t ♣❛r❛♠étré❡s ♣❛r
❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♠♦♥♦t♦♥❡s✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥✲
✺✶
✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s
q✉❡✉rs ♣♦✉r q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s✱ ❞♦♥t ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛①✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡
♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦✳
❙♦♠♠❛✐r❡
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
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✸✳✹✳✸ AVw rés♦❧✉❡ ♣❛r ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡①
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✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❝♦♥st❛té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✱ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡st ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ét✉❞✐é
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬é❧❡❝t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ q✉❡ ❞✬é❧❡❝t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ♦ù ✐❧ ❛
été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❑✐❧❣♦✉r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬❡♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t
❡①♣r✐♠❡ s❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ✈♦t❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts
❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ✭❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✮✳
❆✐♥s✐✱ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ❛❞❛♣té ❛✉① é❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠✐tés✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ✈♦t❛♥ts s♦♥t
❛♠❡♥és à ❛♣♣r♦✉✈❡r ♦✉ ♥♦♥ ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❛✉① ré❢ér❡♥❞✉♠s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ✈♦t❛♥ts s✬❡①♣r✐♠❡♥t ♣♦✉r ♦✉ ❝♦♥tr❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ♣✉❜❧✐q✉❡s✳
✸✳✶✳✶ ❘é❢ér❡♥❞✉♠s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡t é❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠✐tés
▲❡ r❡❝♦✉rs ❛✉ ré❢ér❡♥❞✉♠ ❡st ✉♥❡ ♣r❛t✐q✉❡ ré♣❛♥❞✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞é♠♦❝r❛t✐❡s ♠♦❞❡r♥❡s✳ ■❧
s✬❛❣✐t ❞❡ ❢❛✐r❡ ✈♦t❡r ✉♥ é❧❡❝t♦r❛t✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥ ♣❛②s ♦✉ ❞✬✉♥❡ ✈✐❧❧❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉r ✉♥❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡✱ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ♣✉❜❧✐q✉❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❧♦✐✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ♣r❛✲
t✐q✉❡s✱ ❞❡s ré❢ér❡♥❞✉♠s ♣♦rt❛♥t s✉r ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❞✐✈❡rs❡s✱ ♣♦ss✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦rré❧é❡s✱ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ♦r❣❛♥✐sés ❧❡ ♠ê♠❡ ❥♦✉r✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ré❢ér❡♥❞✉♠ ♠✉❧t✐♣❧❡✳
▲❡s é❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠✐tés✱ q✉✐ r❡♥tr❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧✲
t✐♣❧❡s✱ ♦♥t été ❞é✜♥✐❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❊❧❧❡s ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à é❧✐r❡
✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ♣❛r♠✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ▲✬✉s❛❣❡ ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r
❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s é❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠✐tés ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳
▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✐❧❧✉str❡ ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬é❧❡❝t✐♦♥s✳
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✺ ❝♦✲❛✉t❡✉rs ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t ❞é❝✐❞❡r
s✬✐❧s ✈♦♥t ✉t✐❧✐s❡r ❉r♦♣❜♦① ✭d✮✱ s✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬♦r❣❛♥✐s❡r ✉♥❡ ré✉♥✐♦♥ ❡♥ ♣❡rs♦♥♥❡ (r)✱
s✐ ❧❡ ♣❛♣✐❡r ❡st à ❛♠é❧✐♦r❡r ❛✈❛♥t ❧❛ s♦✉♠✐ss✐♦♥ ✭a✮ ❡t s✬✐❧s s♦✉♠❡tt❡♥t ❝❡ ♣❛♣✐❡r ❡♥ ✈❡rs✐♦♥
❧♦♥❣✉❡ ✭l✮✳ ▲❡s ✈♦t❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
(dral)
P1 : (0110)
P2 : (0100)
P3 : (0101)
P4 : (0011)
P5 : (1001)
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✈♦t❛♥t ♥❡ s♦✉❤❛✐t❡ ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❉r♦♣❜♦①✱ ♣ré❢èr❡ ♦r❣❛♥✐s❡r ✉♥❡
ré✉♥✐♦♥ ❡♥ ♣❡rs♦♥♥❡✱ ♣❡♥s❡ q✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ♣❛♣✐❡r ❛✈❛♥t s♦✉♠✐ss✐♦♥ ❡t
♥❡ s♦✉❤❛✐t❡ ♣❛s ❧❡ s♦✉♠❡ttr❡ ❡♥ ✈❡rs✐♦♥ ❧♦♥❣✉❡ ✭♠❛✐s ♣❧✉tôt ❡♥ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦✉rt❡✮✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❝♦✲❛✉t❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛❝✲
❝❡♣té❡s✳ ❆❧♦rs✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈♦t❡ ❞❡s ré❢ér❡♥❞✉♠s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r (0101)✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs
♠✉❧t✐♣❧❡s ♠✐♥✐s✉♠✱ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳❝✱ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ ✈❡❝t❡✉r (0101)✳
✺✸
✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s
❈❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬é❧❡❝t✐♦♥s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ♠ê♠❡ s✬✐❧s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ét✉❞✐és sé♣❛ré♠❡♥t✳
❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s✱ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s à ✉♥ ❝♦♠✐té✱ ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛❞♦♣té❡s✳
▲❡s ❞❡✉① ❝❛s ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ ♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❛❞♠✐s✲
s✐❜❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts à é❧✐r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♠✐té ♣❡✉t êtr❡ s✉❥❡t à ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✈♦t❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥t❡①t❡s
❢♦♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts s♦♥t sé♣❛r❛❜❧❡s✳
▲❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s s♦♥t t❡❧❧❡s q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡s
❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✷ ✐❧❧✉str❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞✬é❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠✐tés q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ à s❛✈♦✐r
❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s♦♥t sé♣❛r❛❜❧❡s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❞✬✉♥
❝♦♠✐té ❛✉ ♣r♦✜❧✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s
❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ré❢ér❡♥❞✉♠s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❧❡s
♣ré❢ér❡♥❝❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s sé♣❛r❛❜❧❡s✳ ▲❡s ✈♦t❛♥ts s♦♥t ✐♥✈✐tés à s✬❡①♣r✐♠❡r s✉r ❝❤❛q✉❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❡t ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛♣♣r♦✉✈é❡s ♣❛r ❧❛ ♠❛❥♦r✐té s♦♥t
❛❞♦♣té❡s✳
▲❡s é❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠✐tés ❡t ❧❡s ré❢ér❡♥❞✉♠s ♠✉❧t✐♣❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ✈♦t❡
♣r♦❝❤❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s
❤②♣♦t❤ès❡s ♣r✐s❡s s✉r ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts ✭sé♣❛r❛❜✐❧✐té✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s
♠ê♠❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✈♦t❡ ♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s✳
✸✳✶✳✷ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❡t ♣❧❛♥
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r
tr♦✉✈❡r ❧❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ✈❛✐♥q✉❡✉rs✳ ◆♦✉s
♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❛✉① ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞✐t❡s ❞❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❞é✜♥✐❡s ❡♥
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳❝✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♠✐♥✐s✉♠✱ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts s❡❧♦♥ ❧❡✉rs s❝♦r❡s
❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❝♦♠✐té ❞♦✐t êtr❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ k✱ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛✈❡❝ ❧❡s k ♣❧✉s
❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s s♦♥t é❧✉s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝♦♠✐té✱ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r ✉♥❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡ ✈♦t❛♥ts s♦♥t é❧✉s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré ♣❛r ❇r❛♠s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼❛✮✱ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥✲
❥✉st❡ ❡♥✈❡rs ❝❡rt❛✐♥s ✈♦t❛♥ts✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♥ t♦t❛❧ ❞és❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♠✐té é❧✉✳ P♦✉r
r❡♠é❞✐❡r à ❝❡❧❛✱ ✐❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♠✐♥✐♠❛①✱ q✉✐ é❧✐t ✉♥ ❝♦♠✐té q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡
♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❛✉① ✈♦t❡s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦t❛♥ts✳ ▲❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐✲
♠❛① ❡st ♣❧✉s éq✉✐t❛❜❧❡ ✭❛✉ s❡♥s é❣❛❧✐t❛✐r❡✮ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠♣❧❡✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡
❞és❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ✈♦t❛♥t ❧❡ ♠♦✐♥s s❛t✐s❢❛✐t✳
❈♦♠♠❡ ❝❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s s♦♥t✱ ❡♥ ✉♥ s❡♥s✱ tr♦♣ ❡①trê♠❡s✱ ♥♦✉s ❧❡s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ❡♥ ✉♥
✺✹
✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡✱ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♦r❞♦♥♥é❡
♣♦♥❞éré❡ ✭♦r❞❡r❡❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✉ ❖❲❆✮✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❖❲❆✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❨❛❣❡r✱
✶✾✾✸✮✱ ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étré ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s✱ ♥♦té w✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❧❛
♠♦②❡♥♥❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡✳ ▲❡ s❝♦r❡ ❛❣ré❣é ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧✬❖❲❆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s❝♦r❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ ré♦r❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t✱ ❛✈❡❝
❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s✳
◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❢♦♥❞é❡s
s✉r ❧❡s ❖❲❆✱ ♥♦té❡s AVw✳ ❯♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r AVw ❡st ✉♥ ❝♦♠✐té q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡
s❝♦r❡ Ow✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ s❝♦r❡ ❛❣ré❣é ❞❡ ❧✬❖❲❆ ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r w✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s
❞✬éq✉✐té✱ ♥♦✉s ♣♦rt♦♥s ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ à ✉♥❡ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s✱ ♣❛r❛♠étré❡
♣❛r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s ❞é❝r♦✐ss❛♥ts✳ ❆✈❡❝ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s ❞é❝r♦✐ss❛♥ts✱ ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ q✉✐ s❡ s✐t✉❡♥t ❡♥tr❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛① ✐♥❝❧✉❡s✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞✬AVw✱ ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ❧❡s
✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s w(i) = (1, . . . 1, 0, . . . , 0)✱ ♦ù i r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✵✳ P♦✉r ❝❡s rè❣❧❡s✱
♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ✈ér✐✜é❡s ♣❛r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✈❛✐♥q✉❡✉rs✳
P✉✐s ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥✲
q✉❡✉r ♣♦✉r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ q✉❛♥t✐❧❡ q(i) = (0, . . . , 0, 1, 0 . . . 0)✱ ♦ù ❧✬✉♥✐q✉❡ ✶ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞ à ❧❛ i❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜✐❧✐té ❞❡s
rè❣❧❡s AVw ♣❛r❛♠étré❡s ♣❛r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s ♠♦♥♦t♦♥❡s ✭❞é❝r♦✐ss❛♥ts ♦✉ ❝r♦✐ss❛♥ts✮✳
❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦✉r q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s
❞❡ rè❣❧❡s✱ ❞♦♥t ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛①✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡
❞✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦✳
✸✳✶✳✸ ❚r❛✈❛✉① ❡♥ ❧✐❡♥
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❧✐é à ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s
rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ✭t❡❧ q✉✬✐❧ ❡st ❞é✜♥✐ ♣♦✉r ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s
à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡✮ ❛✜♥ ❞✬é❧✐r❡ ❞❡s ❝♦♠✐tés✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝é❞✉r❡s ♣♦✉r é❧✐r❡ ❞❡s
❝♦♠✐tés ❛✈❡❝ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ ❧✐sté❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳ ❈✬❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ q✉❡
❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛① ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❇r❛♠s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼❛✮✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ✈♦t❡✱
❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦♥❞éré❡s✱ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❨❛❣❡r✳ ▲❡s ❖❲❆ ♦♥t été ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❞❡
♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡♥ ❛✐❞❡ à ❧❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❝r✐tèr❡ ❡t ❡♥ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s
❧✬✐♥❝❡rt❛✐♥ ♣❛r ❨❛❣❡r ❡t ❑❛❝♣r③②❦ ✭✶✾✾✼✮✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❖❲❆ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ✈♦t❡ ❛
❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬❛rt✐❝❧❡s ♣❧✉s ré❝❡♥ts ♣❛r ❊❧❦✐♥❞ ❡t ■s♠❛✐❧✐ ✭✷✵✶✺✮✱ ●♦❧❞s♠✐t❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ❡t
❙❦♦✇r♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✳
▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❛❧❣♦r✐t❤✲
♠✐q✉❡s ❡t str❛té❣✐q✉❡s ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡✉① q✉✐ s✉♣✲
♣♦s❡♥t q✉❡ ❧❡s ❜✉❧❧❡t✐♥s é♠✐s ♣❛r ❧❡s ✈♦t❛♥ts s♦♥t ❞❡s ✏❜✉❧❧❡t✐♥s ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✑✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
✺✺
✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s
❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és✳
▼❡✐r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽❛✮ ét✉❞✐❡♥t ❧❛ ✏rés✐st❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✑ ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à
✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ Pr♦❝❛❝❝✐❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽❛✮ s✬✐♥tér❡ss❡♥t ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞❡✉① rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡
à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❈❤❛♠❜❡r❧✐♥ ❡t ❈♦✉r❛♥t ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ▼♦♥r♦❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s
✐❧s ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ◆P✲❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r✱ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù
❧❡s ❜✉❧❧❡t✐♥s s♦♥t ❞❡ t②♣❡ ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s♦♥t
❞✐✣❝✐❧❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐♠❛① ❞♦♥t ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s
❡t str❛té❣✐q✉❡s ♦♥t été ét✉❞✐és ♣❛r ❈❛r❛❣✐❛♥♥✐s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✱ ❡t ▲❡●r❛♥❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✳
❉✬❛✉tr❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡♥ rè❣❧❡s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦♥t ❛✉ss✐ été
♠♦♥tré❡s ❞✐✣❝✐❧❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛r ❆③✐③ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✳
▲❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐♠❛① ❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧✐é❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ✭♦✉ ❢✉s✐♦♥✮ é❣❛❧✐t❛r✐st❡
❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s✱ ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s
s♦✉r❝❡s✳ ❖♥ tr♦✉✈❡r❛ ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❝❡ ❧✐❡♥ ❞❛♥s ❑♦♥✐❡❝③♥② ❡t P✐♥♦✲Pér❡③ ✭✷✵✶✶✮✳
■❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡s ❖❲❆✱ ❝♦♠♠❡
❝❡✉① ♣rés❡♥tés ♣❛r ❑♦♥✐❡❝③♥② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮✳
✸✳✷ ◆♦t✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
✸✳✷✳✶ ▲❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦♥❞éré❡s
▲❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦♥❞éré❡s ✭♦r❞❡r❡❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣✐♥❣✱ ❖❲❆✮ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡
❝❧❛ss❡ ♣❛r❛♠étré❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❨❛❣❡r✳ ▲❡s
❖❲❆ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♠♦②❡♥♥❡
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥
✈❡❝t❡✉r H✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s H↓ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ♦r❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ H ❞❛♥s
❧✬♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❖❲❆✱ ♣❛r❛♠étré ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s✱ ♥♦té w✱ ❛❣rè❣❡
❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s❝♦r❡ H ❡♥ ✉♥ s❝♦r❡ ❛❣ré❣é✱ ♥♦té Ow(H) ✿
H 7→ Ow(H) = w ×H
↓
▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s ❞é✜♥✐t ❧❡ t②♣❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✿
• ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ♠✐♥ ✿ w = (0, . . . , 0, 1)
• ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ♠❛① ✿ w = (1, 0, . . . , 0)
• ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ✿ w = (1/n, . . . , 1/n)
• ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ s❝♦r❡ ❧♦rs ❞✬✉♥ ❝♦♥❝♦✉rs ❞❡ ♣❛t✐♥❛❣❡ ❛rt✐st✐q✉❡ ✿ w = (0, 1, . . . , 1, 0)
◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❖❲❆ ❞✐✛èr❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡❧❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❨❛❣❡r ❝❛r
♥♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s♦♥s ♣❛s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s ♥♦r♠❛❧✐sés✳
▲❡s ❖❲❆ ♦♥t été ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡♥ ❛✐❞❡ à
❧❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❝r✐tèr❡ ❡t ❡♥ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❡rt❛✐♥ ♣❛r ❨❛❣❡r ❡t ❑❛❝♣r③②❦ ✭✶✾✾✼✮✳
✺✻
✸✳✷✳ ◆♦t✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❖❲❆ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ✈♦t❡ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬❛rt✐❝❧❡s ♣❧✉s ré❝❡♥ts ♣❛r
❊❧❦✐♥❞ ❡t ■s♠❛✐❧✐ ✭✷✵✶✺✮✱ ●♦❧❞s♠✐t❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ❡t ❙❦♦✇r♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✳
✸✳✷✳✷ ▲❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t✐♦♥
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ E ❛✈❡❝ m ❝❛♥❞✐❞❛ts X = {x1, . . . , xm} ❡t n ✈♦t❛♥ts
N = {1, . . . , n}✳ ▲❡ ✈♦t❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t i ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ X✱
r❡♣rés❡♥té s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❜✐♥❛✐r❡ Pi ∈ {0, 1}m✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ j❡ ❜✐t ❞❡ Pi ❡st ✶ s✐
❧❡ ✈♦t❛♥t i ❛♣♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t j ❡t ✵ s✐♥♦♥✳ ❯♥ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s✱ P = (Pi)i∈N ✱ ❡st ✉♥❡
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈♦t❡s ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ✈❡❝t❡✉r v ❞❡ t❛✐❧❧❡m✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s vi ❧❛ i❡
❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r v✳ ét❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s v, v′ ∈ {0, 1}m✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s
H(v, v′) ❧❡✉r ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts s✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧s ❞✐✛èr❡♥t✳
ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❜✐♥❛✐r❡ c ∈ {0, 1}m✱ ❛♣♣❡❧é ❝♦♠✐té✱ ❡t ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s P ✱
❧❡ ✈❡❝t❡✉r H(c, P ) = (H(c, Pi))i∈N r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❡♥tr❡
c ❡t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ✈♦t❡s ❞❡ P ✳ ▲❡ s❝♦r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t x✱ ♥♦té app(x)✱ ❡st ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts q✉✐ ❛♣♣r♦✉✈❡♥t x✳
❊♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❧❡ ❜✉t ❡st ❞✬é❧✐r❡ ✉♥ ❝♦♠✐té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ X✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝♦♠✐té ❡st ✜①é❡ à ✉♥ ❡♥t✐❡r k ❀ ❞❛♥s
❞✬❛✉tr❡s ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ✜①é❡ ❡t t♦✉s ❧❡s ❝♦♠✐tés s♦♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳
▲❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥s✐st❡ à é❧✐r❡ ✉♥ ❝♦♠✐té q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡
❍❛♠♠✐♥❣ ❛✉① ✈♦t❡s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✱
♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❝♦r❡ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❢♦r♠❡❧❧❡✱ c∗ ❡st ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r
♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
∑
i∈N
H(c∗, Pi) = min
c∈{0,1}m
∑
i∈N
H(c, Pi)
❯♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r à ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❡st ✉♥ ❝♦♠✐té q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t ❝❛♥❞✐❞❛t ❛♣♣r♦✉✈é
♣❛r str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞❡ n/2 ✈♦t❛♥ts ❡t ❛✉❝✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛♣♣r♦✉✈é ♣❛r str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦✐♥s
❞❡ n/2 ✈♦t❛♥ts✳ ■❧ ❛ été ♠♦♥tré ♣❛r ❇r❛♠s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼❛✮ q✉✬✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r
♠✐♥✐s✉♠ ❡st ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r à ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦✜❧
❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s P ✱ ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳
▲❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐♠❛① é❧✐t ✉♥ ❝♦♠✐té q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦✜❧✳ ❉❡
❢❛ç♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡✱ c∗ ❡st ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐♠❛① s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
max
i∈N
H(c∗, Pi) = min
c∈{0,1}m
{max
i∈N
H(c, Pi)}
ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s P ✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐♠❛①
❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❛ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❧♦s❡st ❜✐♥❛r② str✐♥❣ ❡♥ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❝♦❞❡s✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ été ♠♦♥tré ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ♣❛r ❋r❛♥❝❡s ❡t ▲✐t♠❛♥
✭✶✾✾✼✮ ❡t ▲✐ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✳
✺✼
✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥
❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐♠❛①✳
▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✐❧❧✉str❡ ❝❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s ✿
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ E ❛✈❡❝ ✻ ✈♦t❛♥ts {1, 2, 3, 4, 5, 6}✱ ✹ ❝❛♥❞✐❞❛ts
{x1, x2, x3, x4} ❡t ❧❡ ♣r♦✜❧ P s✉✐✈❛♥t ✿
P1 : (0110)
P2 : (0100)
P3 : (0101)
P4 : (0011)
P5 : (1001)
P6 : (0001)
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣✱ ❧❡ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ❧❡ s❝♦r❡
♠✐♥✐♠❛① ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♠✐tés✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♠✐tés ♥♦♥ ♠❡♥t✐♦♥♥és ❞❛♥s
❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ ♦✉ ♠✐♥✐♠❛①✳
H(c, Pi) 1 2 3 4 5 6 sum max
c1 = (0000) 2 1 2 2 2 1 10 2
c2 = (0001) 3 2 1 1 1 0 8 3
c3 = (0101) 2 1 0 2 2 1 8 2
▲❡s ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ s♦♥t c2 ❡t c3✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ ♠✐♥✐♠❛① s♦♥t c1
❡tc3✳
✸✳✷✳✸ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ✿ AVw
◆♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛① à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡
✈♦t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ♣♦♥❞éré❡ ✭❖❲❆✮ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ✈♦t❡ ♣❛r
❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡s ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡s
❖❲❆ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ AVw✳ ❯♥ ❝♦♠✐té c∗ ❡st ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r AVw s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ c∗ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡ s❝♦r❡ Ow ♣❛r♠✐ ❧❡s ❝♦♠✐tés✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
Ow(H(c
∗, P )) = min
c∈{0,1}m
{Ow(H(c, P ))}.
▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✐❧❧✉str❡ ❝❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥tr♦✲
❞✉✐t❡s ✿
✺✽
✸✳✸✳ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✸✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ♣rés❡♥t❡
❧❡s s❝♦r❡s Ow ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♠✐tés✳
c w ×H↓(c, P )
c1 2 · w1 + 2 · w2 + 2 · w3 + 2 · w4 + 1 · w5 + 1 · w6
c2 3 · w1 + 2 · w2 + 1 · w3 + 1 · w4 + 1 · w5 + 1 · w6
c3 2 · w1 + 2 · w2 + 2 · w3 + 1 · w4 + 1 · w5 + 0 · w6
❊♥ ♣r❡♥❛♥t w = (6, 5, 4, 3, 2, 1)✱ ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡ c1✱ c2 ❡t c3 s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✸✾✱ ✸✼
❡t ✸✺✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs s❝♦r❡s ❡t q✉❡ ❧❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r
❡st ❞♦♥❝ c3✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ w = (6, 5, 4, 3, 2, 1) s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ttr✐❜✉❡ ✉♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ✻ à ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♠✐té ❡t ❧❡ ♣r♦✜❧✱ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ✺ à
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ✭q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ é❣❛❧❡ à ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡✮ ❡t ❛✐♥s✐
❞❡ s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ✶ ❛ttr✐❜✉é à ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❞✐st❛♥❝❡✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t w = (1, 1, 1, 0, 0, 0)✱ ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡ c1✱ c2 ❡t c3 ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✻✱ ✻✱ ✻ ❡t ❝❡s tr♦✐s ❝♦♠✐tés s♦♥t ❧❡s ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs✳ ❊♥✜♥✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t
w = (1, 1, 0, 0, 0, 0)✱ ❧❡s s❝♦r❡s s♦♥t ✽✱ ✼✱ ✼ ❡t ❧❡s ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs s♦♥t ❞♦♥❝ c2 ❡t c3✳
P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞✬éq✉✐té✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❛✉① ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s ❞é❝r♦✐ss❛♥ts✱
q✉✐ ❛ttr✐❜✉❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐❞s ❛✉① ✈♦t❛♥ts ❧❡s ♠♦✐♥s s❛t✐s❢❛✐ts✳
▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ AVw ♣❛r❛♠étré❡s ♣❛r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s ❞é❝r♦✐ss❛♥ts ♥♦✉s ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡s s❡ s✐t✉❛♥t ❡♥tr❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛①✱
q✉✐ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs w = (1, . . . , 1) ❡t w = (1, 0 . . . , 0)✳
❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs w(i) = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0)✱ ♦ù i
❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✵✱ ♣♦✉r i = 0, . . . , n−1✳ ❈❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❛❧❧❛♥t ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠
✭q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à w(0)✮ à ♠✐♥✐♠❛① ✭q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à w(n − 1)✮✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸✳✸✱ ❧❡s
✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s w = (1, 1, 0, 0, 0, 0) ❡t w = (1, 1, 1, 0, 0, 0) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❛✉① ✈❡❝t❡✉rs w(4) ❡t w(3)✱ ♣♦✉r ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ✻ ✈♦t❛♥ts✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❛✉ss✐ à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s q(i) q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ q✉❛♥t✐❧❡ ✿ q(i) = (0, . . . , 0, 1, 0 . . . , 0)✱ ♦ù ❧✬✉♥✐q✉❡ ✶ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ à ❧❛ i❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡✳ P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs r❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸✳✸✳
❆✈❡❝ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r q(6)✱ ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡ c1✱ c2 ❡t c3 s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✶✱ ✵ ❡t ✵✱ ❡t ❧❡s ❝♦♠✐tés
c2 ❡t c3 s♦♥t ✈❛✐♥q✉❡✉rs✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r q(3) ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠✐té c2 s❡✉❧❡♠❡♥t✳ ❊♥✜♥
❧❡ ✈❡❝t❡✉r q(1) ♣r♦❞✉✐t c1 ❡t c3 ❝♦♠♠❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s é❧❡❝t✐♦♥s ❞✐t❡s éq✉✐❧✐❜ré❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡st ❛♣♣r♦✉✈é ♣❛r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡s ✈♦t❛♥ts✳
✸✳✸ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s rè❣❧❡s AVw ♣❛r ❧❡✉rs ❛s♣❡❝ts ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❞❡ AVw ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s AVw(i)✱ ♣❛r❛♠étré❡s ♣❛r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs
✺✾
✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s
❞❡ t②♣❡ w(i) = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0)✱ ♦ù i ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✵✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s
❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ✈ér✐✜é❡s ♣❛r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❞❡ t❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡✱ ♣♦rt❛♥t
s✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦✉r q✉✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t s♦✐t ♠❡♠❜r❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♦✉ ❜✐❡♥
❞✬❛✉❝✉♥✳ ❈❡s ♣r♦♣r✐étés ♥♦✉s ❛♠è♥❡r♦♥t ❡♥s✉✐t❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐✲
♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❧❛ ◆P✲❝♦♠♣❧ét✉❞❡
❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s AVw(i)✱ ♣♦✉r t♦✉t i ✜①é✱ i ≥ 1✳ ◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❛✉ss✐ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❡s q✉❛♥t✐❧❡s AVq(i)✳
✸✳✸✳✶ ❈❛♥❞✐❞❛ts ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✈❛✐♥q✉❡✉rs✱ ♣❡r❞❛♥ts
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s ❞é❝r♦✐ss❛♥ts ❞❡
t②♣❡ w(i) = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0)✱ ♦ù i ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✵✳ ◆♦✉s ❡①♣❧♦r♦♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés
❧✐é❡s ❛✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts ✈❛✐♥q✉❡✉rs✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r q✉✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t
✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ s♦✐t ♠❡♠❜r❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs✱ ♦✉ ♥❡ s♦✐t ♠❡♠❜r❡ ❞✬❛✉❝✉♥ ❝♦♠✐té
✈❛✐♥q✉❡✉r✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ P♦✉r t♦✉t❡ rè❣❧❡ AVw(i)✱ i ∈ N ✱ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛♣♣r♦✉✈é ♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s
(n+ i+ 1)/2 ✈♦t❛♥ts ❛♣♣❛rt✐❡♥t à t♦✉s ❧❡s ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs✳
Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ E ❡t ✉♥❡ rè❣❧❡ AVw(i)✱ ♣♦✉r i ∈ N ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t x ❛♣♣r♦✉✈é ♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s (n+ i+1)/2 ✈♦t❛♥ts✱ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦♠✐té
✈❛✐♥q✉❡✉r c q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s x✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ s❝♦r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❞❡ x ✈ér✐✜❡ ❧❡s ✐♥éq✉❛t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
app(x) ≥ (n+ i+ 1)/2
2 · app(x)− n ≥ i+ 1
(app(x)− i)− (n− app(x)) ≥ 1 ✭✸✳✶✮
➱t✉❞✐♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ s❝♦r❡ Ow(i) ❞✉ ❝♦♠✐té c
′ = c ∪ {x}✳ P❛r r❛♣♣♦rt à c✱ ✐❧ ② à app(x)
✈♦t❛♥ts q✉✐ ✈♦✐❡♥t ❧❡✉r ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ré❞✉✐t❡ ❞❡ ✶ ❡t (n − app(x)) q✉✐ ✈♦✐❡♥t ❧❡✉r
❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❛✉❣♠❡♥té❡ ❞❡ ✶✳ P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s
w(i)✱ ❧❡s i ❞❡r♥✐❡rs s❝♦r❡s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r H↓(c, P ) ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉
s❝♦r❡ ❞❡ c′✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ❡st ♦❜t❡♥✉ q✉❛♥❞ ❝❡s i ❞❡r♥✐❡rs s❝♦r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s
✈♦t❛♥ts q✉✐ ❛♣♣r♦✉✈❡♥t x✳ ❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✸✳✶✱ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡
❧❡ s❝♦r❡ Ow(i) ❞❡ c
′ ❡t ❧❡ s❝♦r❡ Ow(i) ❞❡ c✱ q✉✐ ❡st ❛❧♦rs é❣❛❧❡ à (app(x)−i)−(n−app(x))✱ ❡st
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ c s♦✐t ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts q✉✐ s♦♥t ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s (n+i)/2✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✻✵
✸✳✸✳ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳ P♦✉r t♦✉t❡ rè❣❧❡ AVw(i)✱ i ∈ N ✱ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛♣♣r♦✉✈é ♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s
(n+ i)/2 ✈♦t❛♥ts ♥❡ ❞étér✐♦r❡ ♣❛s ❧❡ s❝♦r❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ❛✉q✉❡❧ ✐❧ ❡st ❛❥♦✉té✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❞✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✶ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡✱ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛♣♣r♦✉✈é ♣❛r (n + i + 1)/2 ❛♠é❧✐♦r❡
str✐❝t❡♠❡♥t ❧❡ s❝♦r❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ❛✉q✉❡❧ ✐❧ ❡st ❛❥♦✉té✱ ♠❛✐s ✐❧ s✉✣t q✉✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t s♦✐t
❛♣♣r♦✉✈é ♣❛r (n + i)/2 ♣♦✉r q✉✬✐❧ ♥❡ ❞étér✐♦r❡ ♣❛s ❧❡ s❝♦r❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ❛✉q✉❡❧ ✐❧ ❡st
❛❥♦✉té✳
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r q✉✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t
♥❡ s♦✐t ❞❛♥s ❛✉❝✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳ P♦✉r t♦✉t❡ rè❣❧❡ AVw(i)✱ i ∈ N ✱ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛♣♣r♦✉✈é ♣❛r ❛✉ ♣❧✉s ❞❡
(n− (i+ 1))/2 ✈♦t❛♥ts ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❛✉❝✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r✳
P❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳ P♦✉r t♦✉t❡ rè❣❧❡ AVw(i)✱ i ∈ N ✱ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛♣♣r♦✉✈é ♣❛r ❛✉ ♣❧✉s
(n− i)/2 ✈♦t❛♥ts ♥✬❛♠é❧✐♦r❡ ♣❛s ❧❡ s❝♦r❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ❛✉q✉❡❧ ✐❧ ❡st ❛❥♦✉té✳
▲❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✶ ❡t ✸✳✸ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❇r❛♠s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼❛✮ q✉✐ é♥♦♥❝❡
q✉✬✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r à ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❡st ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠✳ ❈❡s ❞❡✉①
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡s ❧✐❡♥s s✉✐✈❛♥ts ❡♥tr❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❡t AVw(1) ❞✬✉♥❡
♣❛rt✱ ❡t ❡♥tr❡ AVw(n−2) ❡t ♠✐♥✐♠❛① ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦✜❧ P ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ❝♦♠✐té c t❡❧ q✉❡ c s♦✐t ✉♥
❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♣♦✉r AVw(1)✳
Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❡✉① ❝❛s✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳ ◆♦✉s
❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧❡ ❝♦♠✐té c ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r AVw(1)✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
• ▲❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r ♣❧✉s ❞❡ (n+ 3)/2 ✈♦t❛♥ts ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à c✱ ❞✬❛♣rès ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳
• ▲❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r ♠♦✐♥s ❞❡ (n − 3)/2 ✈♦t❛♥ts ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❛✉
❝♦♠✐té c✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳
• ▲❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r ❡①❛❝t❡♠❡♥t (n+1)/2 ✈♦t❛♥ts ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à c✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❛❥♦✉t❡r ❝❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts à c ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞étér✐♦r❡r s♦♥ s❝♦r❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳
• ▲❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r ❡①❛❝t❡♠❡♥t (n − 1)/2 ✈♦t❛♥ts ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ♣❛s à
c✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛❥♦✉t❡r ❝❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts à c ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛♠é❧✐♦r❡r s♦♥ s❝♦r❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳
✻✶
✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s
❉❡ ♣❧✉s✱ c ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r à ❧❛ ♠❛❥♦r✐té✱ ❞♦♥❝ c ❡st ✉♥ ❝♦♠✐té
✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠✳
❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳ ❙♦✐t
c ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r AVw(1)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✶ ❡t ✸✳✸✱ ♦♥ ❛ ✿
• ▲❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r ♣❧✉s ❞❡ (n+ 2)/2 ✈♦t❛♥ts ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à c✳
• ▲❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r ♠♦✐♥s ❞❡ (n − 2)/2 ✈♦t❛♥ts ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❛✉
❝♦♠✐té c✳
❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡ ❝♦♠✐té c ❡st ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r à ❧❛ ♠❛❥♦r✐té✱ ❞♦♥❝ c ❡st ✉♥
❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺ ♥❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ♣❛s à ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡
AVw(1) ❡t AVw(2)✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ tr♦✉✈é ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ✿
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✹✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ E ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡♣t ✈♦t❛♥ts {1, . . . , 7}✱
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝✐♥q ❝❛♥❞✐❞❛ts {x1, . . . , x5} ❡t ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
P1 : (01111)
P2 : (01111)
P3 : (01110)
P4 : (11111)
P5 : (10000)
P6 : (10000)
P7 : (01011)
■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r AVw(1)✱ ❧❡ ❝♦♠✐té (01111)✱ ❡t ✉♥ ✉♥✐q✉❡
❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r AVw(2)✱ ❧❡ ❝♦♠✐té (11010)✳
■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣✉ ❣é♥ér❡r ❞✬❡①❡♠♣❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥
♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡st❡ ❞♦♥❝ ♦✉✈❡rt ♣♦✉r AVw(1) ❡t AVw(2) ❧♦rsq✉❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st ♣❛✐r✳ ◆♦✉s ❝♦♥❥❡❝t✉r♦♥s q✉❡ ❝❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ♣♦✉r
t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❡♥t✐❡rs (i, i + 1) ♣♦✉r 2 ≤ i ≤ n − 3✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣✲
♣r♦❜❛t✐♦♥s P t❡❧ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r à ❧❛ ❢♦✐s ♣♦✉r AVw(i) ❡t AVw(i+1)✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r i = n− 2✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉ ✈ér✐✜é❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦✜❧ P ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ❝♦♠✐té c t❡❧ q✉❡ c ❡st ✉♥
❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r AVw(n−2) ❡t ♣♦✉r ♠✐♥✐♠❛①✳
Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ E ❛✈❡❝ n ✈♦t❛♥ts ❡t m ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❙♦✐t c ✉♥ ❝♦♠✐té
✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐♠❛①✳ ❙♦✐t c′ ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r AVw(n−2) t❡❧ q✉❡ c
′ s♦✐t ✉♥
❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ♦r❞♦♥♥é ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡
❍❛♠♠✐♥❣ ❞❡ c′✳
✻✷
✸✳✸✳ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r
◆♦✉s ❛✣r♠♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ c′ ❡st ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐♠❛① ♦✉ c ❡st ✉♥ ❝♦♠✐té
✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r AVw(n−2)✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ c′ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐♠❛① ❡t q✉❡ c ♥❡ s♦✐t
♣❛s ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r AVw(n−2)✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ c
′ ♥❡ s♦✐t ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r
♠✐♥✐♠❛① ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ s❝♦r❡ Ow(n−1) ❞❡ c
′ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞❡ c ✿
Ow(n−1)(H(c
′, P )) > Ow(n−1)(H(c, P )),
❝❡ q✉✐ éq✉✐✈❛✉t à ❞✐r❡ q✉❡
H↓(c′, P )1 ≥ H
↓(c, P )1 + 1. ✭✸✳✷✮
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ c ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r AVw(n−2) ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡
s❝♦r❡ Ow(n−2) ❞❡ c ❡st str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞❡ c
′ ✿
Ow(n−2)(H(c, P )) > Ow(n−2)(H(c
′, P )),
❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à
2∑
j=1
H↓(c, P )j ≥
2∑
j=1
H↓(c′, P )j + 1. ✭✸✳✸✮
▲❡s ✐♥éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✷✮ ❡t ✭✸✳✸✮ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡
H↓(c′, P )2 + 2 ≤ H
↓(c, P )2,
❛✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
H↓(c′, P )2 + 2 ≤ H
↓(c, P )1.
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs
H↓(c′, P )2 + 2 ≤ H
↓(c′, P )1 − 1,
H↓(c′, P )2 + 3 ≤ H
↓(c′, P )1. ✭✸✳✹✮
❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✸✳✹✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t x t❡❧ q✉❡ ❧❡ ✈♦t❛♥t q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞❡ c′ s♦✐t ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ c′ s✉r x ❡t ❧❡ ✈♦t❛♥t
q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞❡ c′ s♦✐t ❡♥ ❞és❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ c′ s✉r x✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ x ❛♣♣❛rt✐❡♥t à c′✳ ❆❧♦rs✱ s✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡
❝♦♠✐té d = c′\{x}✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ H↓(d, P )2 ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞❡ ✶✱ ❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ H↓(d, P )1 ❞✐♠✐♥✉❡
❞❡ ✶✱ ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✉① ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ c′✳ ▼❛✐s ❛❧♦rs d ❡st ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r AVw(n−2)✱
t❡❧ q✉❡ H↓(d, P )2 > H↓(c′, P )2✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ c′✳
❆✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ x ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à c′ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t ❛✉ss✐ à
✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ ❡t AWw(1) ❛ ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s s✉r
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡✳
✻✸
✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s
✸✳✸✳✷ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r
✸✳✸✳✷✳❛ P♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s AVw(i)
➚ ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r AVw✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s
q✉❡ ✭❛✮ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❡t q✉✬✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡
❞♦♥♥❡r ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❀ ✭❜✮ tr♦✉✈❡r ✉♥
❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐♠❛① ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♠♦♥tr❡r q✉❡✱ s♦✉s
❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥t s♦✐t ✐♠♣❛✐r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s rè❣❧❡s AVw q✉❡ ♠✐♥✐s✉♠
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ q✉❛♥❞
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st ✐♠♣❛✐r✱ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r AVw(1) ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼✳ ❙✐ n ❡st ✐♠♣❛✐r✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r AVw(1)
❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ E✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r ❞❡ ✈♦t❛♥ts n ❡t ❧❡ ❝♦♠✐té
s✉✐✈❛♥t c = {x ∈ X✱ t❡❧ q✉❡ app(x) ≥ (n+ 1)/2 ⑥✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✱ c ❡st ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r AVw(1)✳
▲❡ rés✉❧t❛t ♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts✱ ❝❛r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s q✉✐ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s
❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st ♣❛✐r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛✈❡❝
❡①❛❝t❡♠❡♥t n/2 ✈♦t❡s✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r ✉♥ ✐♠♣❛❝t ♥é❣❛t✐❢ ♦✉ ♣♦s✐t✐❢ s✉r ❧❡ s❝♦r❡ ❞✬✉♥
❝♦♠✐té✳ ■❧ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r AVw(i) ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ♣♦✉r t♦✉t i ✜①é✱ i ≥ 1✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ❞é♠♦♥tr❡r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳
P♦✉r ❧❡ ♠♦♥tr❡r✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à AVw(i) ❡t ♠♦♥tr♦♥s q✉❡
❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t i ✜①é✱ i ≥ 1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❝❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r
✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬é❧❡❝t✐♦♥✱ ❛♣♣❡❧é❡s é❧❡❝t✐♦♥s éq✉✐❧✐❜ré❡s✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t
❡st ❛♣♣r♦✉✈é ♣❛r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡s ✈♦t❛♥ts✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ♠✐♥✐♠❛① ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s éq✉✐❧✐❜ré❡s✳
◆♦✉s s❛✈♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ◆P✲❞✐❢✜❝✐❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐♠❛①✳ ◆♦✉s
❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡❧❛ r❡st❡ ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ s❡ r❡str❡✐♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s
éq✉✐❧✐❜ré❡s✱ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à ♠✐♥✐♠❛① r❡st❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬é❧❡❝t✐♦♥s éq✉✐❧✐❜ré❡s✳
❆✜♥ ❞❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡r✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❇❛❧❛♥❝❡❞ ✸✲❙❆❚✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ X = {x1, . . . , xn} ❞❡ n ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ C = {C1, . . . , Cm} ❞❡
m ❝❧❛✉s❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✸✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♣♣❛r❛ît ❛✉t❛♥t ❞❡ ❢♦✐s ❡♥ t❛♥t
q✉❡ ❧✐ttér❛❧ ♣♦s✐t✐❢ q✉✬❡♥ t❛♥t q✉❡ ❧✐ttér❛❧ ♥é❣❛t✐❢✱ ♣❡✉t✲♦♥ ❛✛❡❝t❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✈r❛✐ ♦✉ ❢❛✉① à
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛✉s❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ✈r❛✐ ❄ ❉✬❛♣rès
❇❡r♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳
❆✈❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ♠✐♥✐♠❛① s✉r ❧❡s é❧❡❝t✐♦♥s éq✉✐❧✐❜ré❡s✱ ❞é♠♦♥tr♦♥s ❧❡s
♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✻✹
✸✳✸✳ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇❛❧❛♥❝❡❞ ✸✲❙❆❚✳ ❆❧♦rs
✭✐✮ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡st ♣❛✐r ❀
✭✐✐✮ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xj✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡ ♦ù xj ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ✭♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✐ttér❛❧
♣♦s✐t✐❢ ♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✐ttér❛❧ ♥é❣❛t✐❢✮ ❡st ♣❛✐r✳
Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ❞❡ ❇❛❧❛♥❝❡❞ ✸✲❙❆❚ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s X = {x1, . . . , xn} ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s C = {C1, . . . , Cm}✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ x✱ ♥♦t♦♥s α(x) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t α(x¯)✮ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞✉ ❧✐ttér❛❧ ♣♦s✐t✐❢
x ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✉ ❧✐ttér❛❧ ♥é❣❛t✐❢ x¯✮ ❞❛♥s C✳
◆♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡
3 ·m =
n∑
j=1
α(xj) + α(x¯j).
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❡st éq✉✐❧✐❜ré❡✱
3 ·m = 2 ·
n∑
j=1
α(xj).
❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✱ m✱ ❞♦✐t êtr❡ ♣❛✐r✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ♦ù x ♥✬❛♣♣❛r❛ît
♣❛s ❡st é❣❛❧ à (m− 2 · α(xj))✳ ❈❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛✐r✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à ♠✐♥✐♠❛① s✉r ❧❡s é❧❡❝✲
t✐♦♥s éq✉✐❧✐❜ré❡s ❡t ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳
❉✲▼✐♥✐♠❛① ✿ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ E = (X,N,P ) ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r k✱ ❡①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥ ❝♦♠✐té
c t❡❧ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❡♥tr❡ c ❡t ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❡ ❞❡ P s♦✐t ❛✉ ♣❧✉s k ❄
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳ ❉✲▼✐♥✐♠❛① ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s é❧❡❝t✐♦♥s éq✉✐❧✐❜ré❡s✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ◆P✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡♣✉✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❇❛❧❛♥❝❡❞ ✸✲❙❆❚✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ❞❡ ❇❛❧❛♥❝❡❞ ✸✲❙❆❚ ❞é✜♥✐❡
♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ n ✈❛r✐❛❜❧❡s X = {x1, . . . , xn} ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ m ❝❧❛✉s❡s C =
{C1, . . . , Cm}✳ ◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ′ ❞❡ ❉✲▼✐♥✐♠❛① ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ◆♦✉s ❝ré♦♥s
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ 2n ❝❛♥❞✐❞❛ts X ′ = {x′1, . . . , x
′
2n} ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ m + 6n + 2 ✈♦t❛♥ts
N = {1, . . . ,m+6n+2}✳ ▲❡s m ♣r❡♠✐❡rs ✈♦t❛♥ts s♦♥t ❞é✜♥✐s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ✿ à ❝❤❛q✉❡
❝❧❛✉s❡ Ci✱ ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s ✉♥ ✈♦t❛♥t i ❛✈❡❝ ❧❡ ✈♦t❡ Pi = Pi1Pi2 . . . Pin s✉r X ′✱ t❡❧ q✉❡ ✿
Pij ❂


00 s✐ ❧❡ ❧✐ttér❛❧ xj ∈ Ci,
11 s✐ ❧❡ ❧✐ttér❛❧ x¯j ∈ Ci,
01 ♦✉ 10 s✐ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xj ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s Ci.
✻✺
✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s
❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❡st ♣❛✐r✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜ré❡✱ ♥♦✉s ♣♦s❡r♦♥s
✵✶ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡s ✈♦t❛♥ts q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ♦ù xj ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❡t ✶✵
♣♦✉r ❧✬❛✉tr❡ ♠♦✐t✐é✳
▲❡s 6n + 2 ✈♦t❛♥ts r❡st❛♥ts s♦♥t ❞❡s ✈♦t❛♥ts ❛rt✐✜❝✐❡❧s q✉❡ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥
s✉✐✈❛♥t❡✳ P♦✉r ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❜✐ts b ∈ {00, 11, 01, 10}✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s r(b, i) ❧❡ ✈♦t❡ ❞✬❛♣♣r♦✲
❜❛t✐♦♥ (10)i−1b(10)n−i✱ ❡t Rn(b) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s n ✈♦t❡s ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ {r(b, i)|1 ≤ i ≤ n}✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s q(b, i) = (01)i−1b(01)n−i ❡t Qn(b) = {q(b, i)|1 ≤ i ≤ n}✳ ❆❧♦rs✱
❧❡s 6n+ 2 ✈♦t❛♥ts s♦♥t ✿
{Rn(00) ∪Rn(11) ∪Rn(01) ∪ {(10)
n} ∪Qn(00) ∪Qn(11) ∪Qn(10) ∪ {(01)
n}}
❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣r♦✜❧ P ❡st é❣❛❧ à ✿
Rn(00)∪Rn(11)∪Rn(01)∪{(10)
n}∪Qn(00)∪Qn(11)∪Qn(10)∪{(01)
n}∪{Pi|1 ≤ i ≤ m}
❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✈♦t❡s Pi✱ i = 1, . . . ,m ❡t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ✈♦t❡s Rn(b)
❛♥❞ Qn(b)✱ ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡st ❛♣♣r♦✉✈é ♣❛r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡s ✈♦t❛♥ts✳ ❊♥✜♥✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s k = n + 1✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ′ ❞❡ ❉✲▼✐♥✐♠❛① s✉r ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥
éq✉✐❧✐❜ré❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ I ′ ♣❡✉t✲êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ I ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ I ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ I ′ ❡st
✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦♠✐té c t❡❧ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣
❡♥tr❡ c ❡t ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❡ ❞❡ P ❡st ❛✉ ♣❧✉s n+ 1✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ I ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡
♣♦s✐t✐✈❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ❝♦♠✐té c ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ c = c1c2 . . . cn ❛✈❡❝
ci ❂
{
00 s✐ xi ❡st ✈r❛✐,
11 s✐ xi ❡st ❢❛✉①.
P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✈♦t❡s Pi✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ H(c, Pi) ≤ n + 3✱
♣♦✉r i = 1, . . . ,m✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ I ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥
❧✐ttér❛❧ ✈r❛✐ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛✉s❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ✈♦t❡ Pi✱ i = 1, . . . ,m✱ ✐❧ ❡①✐st❡ Pij t❡❧ q✉❡
❧✬♦♥ ❛ s♦✐t Pij = 00 ❡t cj = 00✱ s♦✐t Pij = 11 ❡t cj = 11✳ ❆✐♥s✐✱ H(c, Pi) ≤ n + 1✱ ♣♦✉r
i = 1, . . . ,m✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ✈♦t❡s Rn(b) ❡t Qn(b)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s H(c, r(b, i)) ≤ n + 1 ❡t
H(c, q(b, i)) ≤ n + 1✱ ♣♦✉r i = 1, . . . , n✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈♦t❡s (10)n ❡t (01)n✱ ♦♥ ❛
H(c, (10)n) ≤ n + 1 ❡t H(c, (01)n) ≤ n + 1✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ I ′ ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡
♣♦s✐t✐✈❡✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ I ′ ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ♥♦t♦♥s c ✉♥ ❝♦♠✐té t❡❧ q✉❡
H↓(c, P )m+6n+2 ≤ n + 1✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ c ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ c =
c1c2 . . . , cn✱ ❛✈❡❝ ci ∈ {00, 11}✱ ♣♦✉r i = 1, . . . , n✳ P❛r ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
ci ∈ {01, 10} ♣♦✉r i ∈ {1, . . . , n}✳ ◆♦t♦♥s n10 ✭r❡s♣✳ n01✮ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✶✵ ✭r❡s♣✳ ✵✶✮ ❞❛♥s
✻✻
✸✳✸✳ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r
❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ c✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ n10 ≤ n01✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
❛❧♦rs ❞❡✉① ❝❛s ✿
❈❛s ✶ ✿ 0 < n10 ≤ n01✳ ◆♦t♦♥s i ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ✐♥❞✐❝❡ t❡❧ q✉❡ ci = 10✳ ❆❧♦rs✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
H(c, r(01, i)) = 2 + 2n01 + n− n10 − n01 = n+ 2 + n01 − n10 ≥ n+ 2✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ c✳
❈❛s ✷ ✿ n10 = 0 < n01✳ ❆❧♦rs H(c, (10)n) = n + n01✳ P✉✐sq✉❡ H(c, (10)n) ≤ n + 1✱
♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s q✉❡ n01 = 1✳ ◆♦t♦♥s i ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ✐♥❞✐❝❡ t❡❧ q✉❡ ci 6= 01✳ ❙✐ ci = 11✱ ❛❧♦rs
H(c, r(00, i)) = n + 2✱ ❡t s✐ ci = 00✱ ❛❧♦rs H(c, r(11, i)) = n + 2✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❞❛♥s ❧❡s
❞❡✉① ❝❛s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ c✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ci ∈ {00, 11} ♣♦✉r t♦✉t i = 1, . . . , n✳ ❊t ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s H↓(c, P )m+6n+2 ≤ n+ 1✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ✈♦t❡ Pi✱ ✐❧ ❡①✐st❡ j t❡❧ q✉❡
s♦✐t Pij = 00 ❡t cj = 00✱ s♦✐t Pij = 11 ❡t cj = 11✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s xj =
✈r❛✐ ❡t ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s ♥♦✉s ♣♦s♦♥s xj = ❢❛✉①✳ ❆✐♥s✐✱ I ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à AVw(i)✱ ♣♦✉r ✉♥ i ✜①é✳
❉✲AVw(i) ✿ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ E = (X,N,P ) ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r k✱ ❡①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥ ❝♦♠✐té c
t❡❧ q✉❡ w(i)×H↓(c, P ) s♦✐t ❛✉ ♣❧✉s k ❄
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞és♦r♠❛✐s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❉✲AVw(n−i) ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t s✉r ❧❡s
é❧❡❝t✐♦♥s éq✉✐❧✐❜ré❡s✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r i ✜①é✱ i ≥ 1✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✾✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r i ✜①é✱ i ≥ 1✱ ❉✲AVw(n−i) ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r
❧❡s é❧❡❝t✐♦♥s éq✉✐❧✐❜ré❡s✳
Pr❡✉✈❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ◆P✳ ◆♦tr❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à ♠✐♥✐♠❛①✱ ❉✲♠✐♥✐♠❛①✱ s✉r ❧❡s é❧❡❝t✐♦♥s
éq✉✐❧✐❜ré❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ éq✉✐❧✐❜ré❡ E′ = (X ′, N ′, P ′) ♣♦✉r ❉✲♠✐♥✐♠❛①✱ ❛✈❡❝
|X ′| = m′✱ |N ′| = n′ ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r k′✳ ◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ éq✉✐❧✐❜ré❡ E ♣♦✉r
AVw(n−i) ❛✈❡❝ X = X
′✱ N = i · N ′ ❡t P = i · P ′✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝ré♦♥s i ❝♦♣✐❡s
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ❞❡ N ′✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s k = i · k′✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ E ❡st ❛✉ss✐
✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ éq✉✐❧✐❜ré❡✳ ◆♦✉s ❛✣r♠♦♥s q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦✉r ❉✲♠✐♥✐♠❛① s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦✉r ❉✲AVw(n−i)✳ P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡❧❛✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡
♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ s❝♦r❡ Ow(n−i) ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té c ❞❛♥s E ❡st é❣❛❧ à i ❢♦✐s s♦♥ s❝♦r❡ ♠✐♥✐♠❛① ❞❛♥s
E′✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ❞❡ N ′ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞❡ h à c✱ ✐❧ ❡①✐st❡ i
✈♦t❛♥ts ❞❛♥s N ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ h à c✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ✜①é✱ i ≥ 1✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é
à AVw(i) ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r i ✜①é✱ i ≥ 1✱ ❉✲AVw(i) ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s
é❧❡❝t✐♦♥s éq✉✐❧✐❜ré❡s✳
✻✼
✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s
Pr❡✉✈❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ◆P✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❣é♥ér❛❧❡ ❞❡♣✉✐s ❉✲AVw(n−i) ✈❡rs ❉✲AVw(i)✱ ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i ≤ n − 1✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡
é❧❡❝t✐♦♥ éq✉✐❧✐❜ré❡ E′ ♣♦✉r ❉✲AVw(n−i)✱ E
′ = (X ′, N ′, P ′) ❛✈❡❝ |X ′| = m′✱ |N ′| = n′ ❡t
✉♥ ❡♥t✐❡r k′✳ ◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ éq✉✐❧✐❜ré❡ E ♣♦✉r ❉✲AVw(i) ❛✈❡❝ X = X
′✱
N = N ′✱ P = P¯ ′✱ ♦ù P¯ ′ ❡st ❧❡ ♣r♦✜❧ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ P ′✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♣r♦✜❧ ❝♦♠♣♦sé
❞❡s ✈♦t❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ P ′✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❛✉ss✐ k = m · (n2 − i)+k
′✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡
✈♦✐r q✉❡ E r❡st❡ éq✉✐❧✐❜ré❡ ♣✉✐sq✉❡ P ❡st ❧❡ ♣r♦✜❧ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ P ′✳ ◆♦✉s ❛✣r♠♦♥s
q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ♣♦✉r ❉✲AVw(n−i) ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ♣♦✉r ❉✲AVw(i)
❡st ♣♦s✐t✐✈❡✳
➱t✉❞✐♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ s❝♦r❡ Ow(n−i) ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té c ❞❛♥s E
′✱ q✉✐ ❡st w(n− i)×H↓(c, P¯ )✱ ❡t
❝♦♠♣❛r♦♥s✲❧❡ à s♦♥ s❝♦r❡ Ow(i) ❞❛♥s E✱ q✉✐ ❡st w(i)×H
↓(c, P )✳ P❧✉s ♣ré❝✐s❡♠❡♥t✱ ♠♦♥tr♦♥s
q✉❡ ❧❡ s❝♦r❡ Ow(i) ❞❛♥s E ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té c ❡st é❣❛❧ à s♦♥ s❝♦r❡ Ow(n−i) ❞❛♥s E
′ ♣❧✉s ❧❡ t❡r♠❡
m · (n2 − i)✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❝♦♠✐té c ⊆ X✳ P✉✐sq✉❡ E ❡st ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ éq✉✐❧✐❜ré❡✱ ❝❤❛q✉❡
❝❛♥❞✐❞❛t ✭❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à c ♦✉ ♥♦♥✮ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❞❡ c ❞❡ n2 ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ s❝♦r❡
♠✐♥✐s✉♠ ❞❡ c ❡st m · n2 ✳ ▲❡ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦♠✐té c ⊆ X✳ ❖r✱
❧❡ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿
minisum(c, P ) =
n∑
k=1
H↓(c, P )k =
n−i∑
k=1
H↓(c, P )k +
n∑
k=n−i+1
H↓(c, P )k
❈❡❝✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✿
m ·
n
2
= w(i)×H↓(c, P ) +
n−i∑
k=1
H↓(c, P )k ✭✸✳✺✮
❉❡ ♣❧✉s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ✈♦t❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ Pi ❞✬✉♥ ✈♦t❛♥t i ∈ N ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
H(c, Pi) = m−H(c, P¯i)
♦ù P¯i ❡st ❧❡ ✈♦t❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ Pi✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ✿
n∑
k=n−i+1
H↓(c, P )k =
i∑
k=1
(m−H↓(c, P¯ )k)
❝❛r ❧❡s ✈♦t❛♥ts q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① i ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ H↓(c, P )✱ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❡♥t ❛✉① i ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ H↓(c, P¯ )✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
n∑
k=n−i+1
H↓(c, P )k = i ·m− w(n− i)×H
↓(c, P¯ ) ✭✸✳✻✮
▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✺ ❡t ✸✳✻ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ❛❧♦rs à ✿
✻✽
✸✳✸✳ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r
m ·
n
2
= w(i)×H↓(c, P ) + i ·m− w(n− i)×H↓(c, P¯ )
❈❡❝✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✿
w(i)×H↓(c, P ) = m · (
n
2
− i) + w(n− i)×H↓(c, P¯ )
❆✐♥s✐✱ ❧❡ s❝♦r❡ Ow(i) ❞❛♥s E ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té c ❡st é❣❛❧ à s♦♥ s❝♦r❡ Ow(n−i) ❞❛♥s E
′ ♣❧✉s ❧❡ t❡r♠❡
m · (n2 − i)✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ♣♦✉r ❉✲AVw(n−i) ❡st ❞♦♥❝ ♣♦s✐t✐✈❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ♣♦✉r
❉✲AVw(i) ❡st ♣♦s✐t✐✈❡✳
❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s s✐♠♣❧❡s ✭✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s ❜✐♥❛✐r❡s✮ ♠❛✐s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡
♣❧✉s éq✉✐t❛❜❧❡ q✉❡ ♠✐♥✐s✉♠ ✭✈❡❝t❡✉rs ❞é❝r♦✐ss❛♥ts✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥
❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡✈✐❡♥t ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥❥❡❝t✉r♦♥s q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té s❡
❣é♥ér❛❧✐s❡ à t♦✉s ❧❡s AVw t❡❧s q✉❡ w ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❡t ❞✐✛ér❡ ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠✳
◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡♥ ♠❡♥t✐♦♥♥❛♥t q✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡
❝❡✉① q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬ét❛❜❧✐r✱ ♠❛✐s q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦✲
♠✐té ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞♦♥♥é❡✱ ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❆♠❛♥❛t✐❞✐s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❉❛♥s ❝❡t
❛rt✐❝❧❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ s✐ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝♦♠✐té ❡st ✜①é❡ ✭♠❛✐s ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ♣r♦✜❧✮ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ w(i)✳
❇✐❡♥ sûr s✐ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝♦♠✐té ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ k✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s✱
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❛r ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ ❝♦♠✐tés ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱(
n
k
)
✳ ❉❡ ♣❧✉s ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s AVw(i) ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ r❛t✐♦ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✷✱ ❡t
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞é❝r♦✐ss❛♥ts ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❛✈❡❝ ❧❛q✉❡❧❧❡
♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ r❛t✐♦ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✸✳
✸✳✸✳✷✳❜ P♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s AVq(i)
❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s ❡st ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs
q(i) = (0, . . . , 0, 1, 0 . . . , 0)✱ ♦ù ❧❡ ✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ i❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡✱ ♣♦✉r i = 1, . . . , n✳ ❈❡tt❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ q✉❛♥t✐❧❡✱ ❡t ♠♦❞é❧✐s❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡s ❡♥tr❡
♠✐♥✐♠✐♥ ✶ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à q(1)✮ ❡t ♠✐♥✐♠❛① ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à q(n)✮✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ q(n) s✬❡✛❡❝✲
t✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❡st ♠✐♥✐♠✐♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝♦♠✐té
✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐♥✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❞❡s ✈♦t❡s ❝♦♠♠❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r✳ ▼❛✐s
q(n) ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ s❡✉❧❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r
s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r AVq(n−i)
s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦✉r t♦✉t i ✜①é✳
✶✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ♠✐♥✐♠❛①✱ ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐♠✐♥ é❧✐t ✉♥ ❝♦♠✐té q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣
♠✐♥✐♠✉♠ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦✜❧✳
✻✾
✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵✳ P♦✉r t♦✉t i ✜①é✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r AVq(n−i) s✬❡❢✲
❢❡❝t✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ AVq(n−i) ✈❡rs
(
n
i+1
)
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ t②♣❡
♠✐♥✐♠❛① ❛✈❡❝ i+ 1 ✈♦t❛♥ts ❝❤❛❝✉♥✳
➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ❞❡ AVq(n−i)✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ i + 1 ✈♦t❛♥ts
(v1, . . . , vi+1)✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I(v1,..,vi+1) ❞❡ ♠✐♥✐♠❛①✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s
I(v1,..,vi+1) ❛✈❡❝ X(v1,..,vi+1) = X✱ V(v1,..,vi+1) = {v1, .., vi+1}✱ P(v1,..,vi+1) = {Pv1 , .., Pvi+1}✳
❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I(v1,..,vi+1) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛① ❛✈❡❝ s❡✉❧❡✲
♠❡♥t i+ 1 ✈♦t❛♥ts✱ (v1, . . . , vi+1)✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s c(v1,..,vi+1) ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ✉♥❡
✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ I(v1,..,vi+1) ❞❡ ♠✐♥✐♠❛①✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ❛ été ♠♦♥tré ♣❛r ●r❛♠♠ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸ q✉❡
♠✐♥✐♠❛① ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛❝✐❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st ✜①é✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❛❧❝✉✲
❧❡r ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s I(v1,..,vi+1)✳ ❙♦✐t
c∗ ✉♥ ❝♦♠✐té ❛✈❡❝ ❧❡ s❝♦r❡ ♠✐♥✐♠❛① s✉r P(v1,..,vi+1) ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣❛r♠✐ ❧❡s ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥✲
q✉❡✉rs (c(v1,..,vi+1)), (v1, .., vi+1) ∈ V
i+1✳ P♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ (v1, .., vi+1) r❡♣rés❡♥t❡
❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❝♦♠✐té c∗✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ c∗ = c(v1,..,vi+1)✳
◆♦✉s ❛✣r♠♦♥s q✉❡ c∗ ❡st ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r AVq(n−i) s✉r ❧❡ ♣r♦✜❧ P ✳ P❛r ❝♦♥tr❛✲
❞✐❝t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦♠✐té c′ t❡❧ q✉❡ ❧❡ s❝♦r❡ AVq(n−i) ❞❡ c
′ s♦✐t str✐❝t❡♠❡♥t
♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ c∗ ✿
H↓(c′, P )n−i < H
↓(c∗, P )n−i ✭✸✳✼✮
❙♦✐t (v′1, .., v
′
i+1)✱ ❧❡s ✈♦t❛♥ts ❛ss♦❝✐és ❛✉① (i+1) ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ✈❡❝t❡✉rH
↓(c′, P )✳
❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛
H↓(c′, P(v′
1
,..,v′i+1)
)n−i = H
↓(c′, P )n−i
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡
H↓(c∗, P(v1,..,vi+1))n−i ≥ H
↓(c∗, P )n−i
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✼✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
H↓(c′, P(v′
1
,..,v′i+1)
)n−i < H
↓(c∗, P(v1,..,vi+1))n−i
❈❡ rés✉❧t❛t ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ c∗✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ s✬✐♥tér❡ss❛♥t ❛✉① rè❣❧❡s AVw(i)✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té
✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡✈✐❡♥t ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à AVq(i) ❡st ◆P✲
❝♦♠♣❧❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t i ✜①é✱ i ≥ 1 ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳ P♦✉r t♦✉t i ✜①é✱ i ≥ 1✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à AVq(i) ❡st ◆P✲
❝♦♠♣❧❡t✳
✼✵
✸✳✹✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
Pr❡✉✈❡✳ ◆♦tr❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té
✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐♠❛①✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ E′ = (X ′, N ′, P ′) ♣♦✉r ♠✐♥✐♠❛①✱ ❛✈❡❝
|X ′| = m′✱ |N ′| = n′✱ ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r k′✳ ◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ E ♣♦✉r AVq(i) ❛✈❡❝
X = X ′✱ N = i · N ′✱ P = i · P ′✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝ré♦♥s i ❝♦♣✐❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t
❞❡ N ′✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s k = k′✳ ◆♦✉s ❛✣r♠♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ s❝♦r❡ Oq(i) ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té c
❞❛♥s E ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t s♦♥ s❝♦r❡ ♠✐♥✐♠❛① ❞❛♥s E′✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ❞❛♥s
N ′ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞❡ h ❛✈❡❝ c✱ ✐❧ ❡①✐st❡ i ✈♦t❛♥ts ❞❛♥s N ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡
❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ h ❛✈❡❝ c✳
▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ q✉❛♥t✐❧❡✱ q(i)✱ ♥♦✉s ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ rés✉❧t❛t ✐♥tér❡ss❛♥t ✿
❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❢❛❝✐❧❡ ♣♦✉r AVq(n−i)✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉r
AVq(i)✱ ♣♦✉r i ✜①é✱ i ≥ 1✳
✸✳✸✳✸ ❘és✉♠é
❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s
AVw✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡✱
❧❡s AVw(i)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❞❡ ❝❡s
rè❣❧❡s✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r q✉✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t s♦✐t ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs✳
P✉✐s✱ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ♥♦✉s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r
❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ AVw(1) ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳ ▼❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❣é♥ér❛❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ q✉❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ✉♥❡ rè❣❧❡
AVw(i) ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ i ❡st ✜①é✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s AVw(n−i)✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ i ❡st ✜①é✳
❊♥✜♥✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ q✉❛♥t✐❧❡✱ q(i)✱ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ rés✉❧t❛t ✐♥tér❡ss❛♥t ✿
❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❢❛❝✐❧❡ ♣♦✉r AVq(n−i)✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉r
AVq(i)✱ ♣♦✉r i ✜①é✱ i ≥ 1✳
✸✳✹ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
✸✳✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s AVw✱ ♣♦✉r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs
❞❡ ♣♦✐❞s ♠♦♥♦t♦♥❡s✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♦❜s❡r✈é ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✷✳❛✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st q✉❡ ♣♦✉r
s❛✈♦✐r s✐ ✉♥ ✈♦t❡ ❡st ✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts s✉r
t♦✉s ❧❡s ❝♦♠✐tés✳ ❖r✱ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡ ✜❣✉r❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s
♥✬❛✉r♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❥❛♠❛✐s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts ✐♥ ❡①t❡♥s♦✳ ■❧
✼✶
✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s
s✉✣r❛✱ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♥♦tr❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❞❡ rè❣❧❡s✮ q✉❡ ♣❧✉s ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ❛✉ ❝♦♠✐té ♦♣t✐♠❛❧ ❞✉ ✈♦t❛♥t
❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ♣❧✉s ❧❡ ✈♦t❛♥t ❛♣♣ré❝✐❡ ❝❡ ❝♦♠✐té✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s♦♥t ❞✐t❡s ❍❛♠♠✐♥❣✲
❝♦❤ér❡♥t❡s✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿ ♣♦✉r t♦✉t A,B ⊆ X✱ s✐ H(A,Pi) < H(B,Pi) ❛❧♦rs A ≻i B✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ i ♣ré❢èr❡ A à B✳ ❈❡❧❛ ♥❡ ❞✐t r✐❡♥ s✉r ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡ i ❡♥tr❡ A ❡t B ❧♦rsq✉❡
H(A,Pi) = H(B,Pi)✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♥✬❡♥ ❛✉r♦♥s ❥❛♠❛✐s ❜❡s♦✐♥✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✵✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
❞❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✱ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣✲❝♦❤ér❡♥❝❡✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ✐❧ s✉✣r❛
❞✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ s✉r ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts✱ à s❛✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ✈♦t❛♥t i ❛ ✉♥
✉♥✐q✉❡ ❝♦♠✐té ♣ré❢éré Pi✳
❊♥s✉✐t❡✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡✱ ❥✉sq✉✬✐❝✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❧❡s rè❣❧❡s AVw ❝♦♠♠❡ ❞❡s
rè❣❧❡s ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ ♦✉ ✐rrés♦❧✉❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ♥♦♥✲✈✐❞❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs✳ P♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜✐❧✐té✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥
❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ♥♦✉s ❝♦♥t✐♥✉♦♥s à ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ❞❡s rè❣❧❡s ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ♦✉✱ ❛✉
❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ✭♦✉ rés♦❧✉❡s✮✱ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ◆♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s tr♦✐s ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❢❛✐r❡✱ q✉✐ s❡r♦♥t ♠✐s❡s ❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷ ✿
✶✳ ❖♥ ✏❞ét❡r♠✐♥✐s❡✑ ❧❡s rè❣❧❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦ ✿
✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♣♦✉r ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❖❲❆ s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r
❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ AVw ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡t ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡
❞❡s ❡① ❛❡q✉♦ T ✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ♥♦té❡ AV Tw ✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❛✜♥
❞❡ ♣rés❡r✈❡r ❧✬❛♥♦♥②♠❛t✱ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦ ❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡
♣r✐♦r✐té s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠✐tés ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
❝♦♠✐tés ❛✈❡❝ ✉♥ s❝♦r❡ ♠✐♥✐♠❛❧✱ ❧❡ ❝♦♠✐té r❡♥✈♦②é ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ AV Tw ❡st
❧❡ ❝♦♠✐té ❧❡ ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ ✭s✉✐✈❛♥t T ✮ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs✳
✷✳ ❖♥ ✏❝❛r❞✐♥❛❧✐s❡✑ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐té ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ♣♦✉r
✉♥ ❛❣❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✭à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣rès✮ à ❧✬♦♣♣♦sé ❞❡ s❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣
❛✈❡❝ s♦♥ ❝♦♠✐té ♦♣t✐♠❛❧ ✭❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❍❛♠♠✐♥❣✲
❝♦❤ér❡♥❝❡✮✳
✸✳ ❖♥ ❣❛r❞❡ ❞❡s rè❣❧❡s ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ ♠❛✐s ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts s✉r ❞❡s ❝♦♠✐tés à ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
✭♥♦♥✲✈✐❞❡s✮ ❞❡ ❝♦♠✐tés✳
❯♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡st ❞✐t❡♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ s✐ ✉♥ ✈♦t❛♥t ♣❡✉t ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ rés✉❧t❛t
❞❡ ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ❡♥ s❛ ❢❛✈❡✉r✱ ❡♥ ♥✬❡①♣r✐♠❛♥t ♣❛s s❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✐♥❝èr❡s ✿ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ F ♣❛r ✉♥ ✈♦t❛♥t i ❡st ✉♥ ❜✉❧❧❡t✐♥ P ′i t❡❧ q✉❡ F (P ∪{P
′
i}\{Pi}) ≻i
F (P )✱ ♦ù (P ∪ {P ′i}\{Pi}) ❡st ❧❡ ♣r♦✜❧ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ P ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡ ✈♦t❡ s✐♥❝èr❡
Pi ❞✉ ✈♦t❛♥t i ♣❛r s♦♥ ✈♦t❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r P ′i ✳ ❯♥❡ rè❣❧❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ F ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡
s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣r♦✜❧ P ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
❉✬❛♣rès ❇r❛♠s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼❛✮✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s ❞é❥à q✉❡ ♠✐♥✐♠❛① ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ❡t q✉❡
♠✐♥✐s✉♠ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✳ ❈♦♠♠❡♥t ❝❡❧❛ s✬ét❡♥❞✲✐❧ ❛✉① rè❣❧❡s AVw ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❄ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r✱
♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s ❞é❝r♦✐ss❛♥ts ✭♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s
✼✷
✸✳✹✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❞✬éq✉✐té✮✳ P✉✐s✱ ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ♠✐♥✐s✉♠
❡st ❜✐❡♥ ❧❛ s❡✉❧❡ ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♠♦♥♦t♦♥❡ à êtr❡ ♥♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✱ ❡♥ ét✉❞✐❛♥t
❛✉ss✐ ❧❡s rè❣❧❡s ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s ❝r♦✐ss❛♥ts✳
P♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳
P♦✉r ✉♥ ❝♦♠✐té c✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s D(c) = w×H↓(c, P )✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣ré❝✐s❡r♦♥s
♣❛s ❧❡ ♣r♦✜❧ P ✱ ♥✐ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r w✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ i ≤ j✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s Wi→j =
∑j
k=i+1wi ❡t
Wj→i = −Wi→j ❡t ❡♥✜♥Wi→i = 0✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ (2p 1q 0r) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡
❛✈❡❝ p ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s à ✷✱ ♣✉✐s q ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s à ✶ ❡t ❡♥✜♥ r = n− p− q ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s à ✵✳
✸✳✹✳✷ ▼✐♥✐♠❛① ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛①✱ ♥♦téMMA✱ ❛✈❡❝ ❞❡✉①
❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s tr♦✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés é♥♦♥❝é❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ét✉❞✐♦♥s MMAT ✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ ♠✐♥✐♠❛① ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r
✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ T ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❝♦♠✐tés✳
ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s P ✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s MMA(P ) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠✐tés
✈❛✐♥q✉❡✉rs ❞❡ ♠✐♥✐♠❛① s✉r P ❡t MMAT (P ) ❧❡ ❝♦♠✐té é❧✉ ❛♣rès ❞é♣❛rt❛❣❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✶✳ MMAT ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ♣♦✉r m = 2✳
Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ T t❡❧❧❡ q✉❡ 01 >T 00 >T 11 ❡t ❧❡ ♣r♦✜❧
❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s P = (00, 01)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥tMMAT (P ) = 01✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t s✐ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✈♦t❛♥t
♠♦❞✐✜❡ s♦♥ ✈♦t❡ ❡♥ 10✱ ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡✈✐❡♥t P ′ = (10, 01)✳ ❆❧♦rs MMAT (P ′) = 00 ❡t ❝❡ ✈♦t❛♥t
♣ré❢èr❡ 00 à 01✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts s♦♥t ❝❛r❞✐♥❛❧❡s✳
➱t✉❞✐♦♥s MMAR✱ q✉✐ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛① ❡t ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡
❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ r❛♥❞♦♠✐sé❡ ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐té ❞✬✉♥
✈♦t❛♥t q✉✐ ❛ ♣♦✉r ✈♦t❡ ♣ré❢éré x✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ❡st y✱ ❡st 2−H(x, y)✳ ▲✬✉t✐✲
❧✐té ❡s♣éré❡ ❞✉ ✈♦t❛♥t ✶✱ ♥♦té u1(P )✱ ❛✈❡❝ ✵✵ ❝♦♠♠❡ ✈♦t❡ ♣ré❢éré✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ ✈♦t❡ s✐♥❝èr❡♠❡♥t
❡st
u1(P ) =
1
|MMA(P )|
∑
y∈MMA(P )
2−H(00, y).
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✷✳ MMAR ❡st ♥♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ♣♦✉r m = 2✳
Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐t P ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ✈♦t❛♥t
✶ ♣♦ssè❞❡ v1 = 00 ❝♦♠♠❡ ✈♦t❡ ♣ré❢éré ❡t q✉✬✐❧ s♦✐t ❧❡ s❡✉❧ ✈♦t❛♥t à ✈♦t❡r 00 ✭s✐♥♦♥ ✶ ♥✬❡st
♣❛s ✉♥ ✈♦t❛♥t ♣✐✈♦t✱ ❡t ❝❤❛♥❣❡r s♦♥ ✈♦t❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬é❧❡❝t✐♦♥✮✳ ▲❡ rés✉❧t❛t
❞é♣❡♥❞ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈♦t❡s Σ q✉✐ ♦♥t été ❝❤♦✐s✐s ♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡s
✈♦t❛♥ts✳ P✉✐sq✉❡ v1 = 00✱ ✐❧ ② ❛ ✽ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ ❙✐ Σ = {00} ♦✉ Σ = {00, 01, 10} ❛❧♦rs ❧❡
rés✉❧t❛t ❡st 00 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ✶✱ ❡t ❧❡ ✈♦t❛♥t ✶ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥ ✐♥térêt à ♠❛♥✐♣✉❧❡r✳ ■❧
r❡st❡ ❛❧♦rs s✐① ❝❛s✳
✼✸
✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s
✶✳ Σ = {00, 01}✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ❛❧♦rs 00 ♦✉ 01 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✐❞❡♥t✐q✉❡✱ ❡t ♦♥ ❛
u1(P ) =
3
2 ✳ ❙✐ ❧❡ ✈♦t❛♥t ✶ ✈♦t❡ 01✱ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st 01 ❡t u1(P
′) = 1✳ ❙✬✐❧ ✈♦t❡ 10✱
❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st 00 ♦✉ 11 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❡t u1(P ′) = 0+22 = 1✳ ❙✬✐❧
✈♦t❡ 11✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st 01 ♦✉ 11 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❡t u1(P ′) = 0+12 =
1
2 ✳
✷✳ Σ = {00, 10}✳ P❛r s②♠étr✐❡✱ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❛♥t✳
✸✳ Σ = {00, 11}✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st 01 ♦✉ 10 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❡t u1(P ) = 1✳
❙✬✐❧ ✈♦t❡ 01✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st 01 ♦✉ 11 ❡t u1(P ′) = 12 ✳ ❙✬✐❧ ✈♦t❡ 10 ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st
10 ♦✉ 11 ❡t u1(P ′) = 12 ✳ ❙✬✐❧ ✈♦t❡ 11 ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st 11 ❡t u1(P
′) = 0✳
✹✳ Σ = {00, 01, 11}✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st 01 ❡t u1(P ) = 1✳ ❙✬✐❧ ✈♦t❡ 01 ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st 01
♦✉ 11 ❡t u1(P ′) = 12 ✳ ❙✬✐❧ ✈♦t❡ 10 ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st 11 ❡t u1(P
′) = 0✳ ❙✬✐❧ ✈♦t❡ 11
❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st 01 ♦✉ 11 ❡t u1(P ′) = 12 ✳
✺✳ Σ = {00, 10, 11}✳ P❛r s②♠étr✐❡✱ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳
✻✳ Σ = {00, 01, 10, 11}✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st 00✱ 01✱ 10 ♦✉ 11 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✐❞❡♥t✐q✉❡
❡t u1(P ) = 1✳ ❙✬✐❧ ✈♦t❡ 01✱ 10 ♦✉ 11 ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st 11 ❡t u1(P ′) = 0✳
❊①❛♠✐♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡s rè❣❧❡s ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥
❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❝♦♠✐tés à ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s ❞❡ ❝♦♠✐tés✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r tr♦✐s ❞❡s ❝✐♥q ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞é✜♥✐s ❡♥ s❡❝t✐♦♥
✷✳✺✳✷✳❜ ✿ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♣t✐♠✐st❡✱ ♣❡ss✐♠✐st❡ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ●är❞❡♥❢♦rs✳ ◆♦✉s ♥❡
❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ♣❛s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❑❡❧❧② ❡t ❋✐s❤❜✉r♥ ♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡
MMA ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ●är❞❡♥❢♦rs ♥✬❡st ♣❛s ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧ ♥❡ ❧✬❡st
♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ♣r✐♥❝✐♣❡s✱ ♣rés❡♥tés ❡t ✐❧❧✉strés ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✳❜✳ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♥♦♥✲✈✐❞❡s ❞❡ 2X ❡t ≻i ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡
♣ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ i s✉r 2X ✳ ❯♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❡ ≻ s✉r 2X ❡♥ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡
♣ré❢ér❡♥❝❡ ≻E s✉r 22
X
\ ∅✳
• ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♣t✐♠✐st❡ ✿ A ≻Oi B s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∀B ∈ B, ∃A ∈ A t❡❧ q✉❡
A ≻i B✱ ♦✉✱ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ s✐ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ A ✭s❡❧♦♥ ❧❛ ♣ré❢ér❡♥❝❡
❞✉ ✈♦t❛♥t✮ ❡st ♣ré❢éré ❛✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ B✳
• ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❡ss✐♠✐st❡ ✿ A ≻Pi B s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∀A ∈ A, ∃B ∈ B t❡❧ q✉❡
A ≻i B✱ ♦✉✱ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ s✐ ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ A ✭s❡❧♦♥ ❧❛ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❞✉
✈♦t❛♥t✮ ❡st ♣ré❢éré ❛✉ ♣✐r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ B✳
• ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ●är❞❡♥❢♦rs ✿ A ≻Gi B s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✭❛✮ A ⊆ B ❡t ∀A ∈ A
❡t ∀B ∈ B \ A ♦♥ ❛ A ≻i B✱ ♦✉ ✭❜✮ A ⊇ B ❡t ∀A ∈ A \ B ❡t ∀B ∈ B ♦♥ ❛ A ≻i B✱
♦✉ ✭❝✮ ∀A ∈ A \ B ❡t ∀B ∈ B \ A ♦♥ ❛ A ≻i B✳
✼✹
✸✳✹✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥❡ rè❣❧❡ ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡ G ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ E s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
♣r♦✜❧ P ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ✈♦t❛♥t i ❛✉ s❡♥s ❞❡ E✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✸✳ MMA ❡st ♥♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ P ✱ O
❡t G✱ ♣♦✉r m = 2✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s tr♦✐s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥✱ ❡①❛♠✐♥❡ ❧❡s s✐① ♠ê♠❡s
❝❛s q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✷✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♣t✐♠✐st❡✳
✶✳ Σ = {00, 01}✳ ❆❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❝♦♥t✐❡♥t 00✱ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝♦♠✐té ♣ré❢éré ❞✉ ✈♦t❛♥t✳
■❧ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s ❡①✐st❡r ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠✐st❡✳ ▼ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r
Σ = {00, 10} ❡t Σ = {00, 01, 10, 11}✳
✷✳ Σ = {00, 11}✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st {01, 10}✳ ❯♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠✐st❡ s❡r❛✐t ✉♥ ✈♦t❡ t❡❧
q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❝♦♥t✐❡♥♥❡ 00✳ ❖r ♦♥ ❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✷ q✉❡ ❝❡
♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
✸✳ Σ = {00, 01, 11}✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st {01}✳ ❙✐ ❧❡ ✈♦t❛♥t ❝❤❛♥❣❡ s♦♥ ✈♦t❡✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st
s♦✐t {01, 11}✱ s♦✐t {11}✱ ❡t ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♥✐ {01, 11} ≻Oi {01}✱ ♥✐ {01, 11} ≻
O
i {11}✳
▼ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r Σ = {00, 10, 11}✳
❈♦♥t✐♥✉♦♥s ♣❛r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❡ss✐♠✐st❡✳
✶✳ Σ = {00, 01}✳ ❆♣rès ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st {01}✱ {00, 11} ♦✉ {01, 11}✱ ❡t ♥♦✉s
♥✬❛✈♦♥s ♥✐ {01} ≻Pi {00, 01} ✭❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝♦♠✐tés✱ à s❛✈♦✐r 01✱ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s✮ ♥✐
{00, 11} ≻Pi {00, 01}✱ ♥✐ {00, 11} ≻
P
i {01, 01} ✭❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝♦♠✐tés ❛♣rès ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
s❡r❛✐t 11✱ ❞♦♥❝ ♣✐r❡ q✉✬❛✈❛♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✮✳ ▼ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r Σ = {00, 10}✱
Σ = {00, 11}✱ Σ = {00, 01, 11} ❡t Σ = {00, 10, 11}✳
✷✳ Σ = {00, 01, 10, 11}✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st {00, 01, 10, 11}✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝♦♠✐tés
♣♦✉r i✱ q✉✐ ❡st ✭11✮✳ ▼❛✐s ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ s✐ i ✈♦t❡ ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❝♦♥t✐❡♥❞r❛
t♦✉❥♦✉rs 11✳
❊♥✜♥✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ●är❞❡♥❢♦rs✳ ❙✐ Σ = {00, 01}✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❛❧♦rs
{00, 01}✳ ❆♣rès ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st {01}✱ {00, 11} ♦✉ {01, 11}✱ ❡t ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♥✐
{01} ≻Gi {00, 01} ✭✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡ 01 s♦✐t ♣ré❢éré à 00✮✱ ♥✐ {00, 11} ≻
G
i {00, 01}
✭✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t q✉❡ 11 s♦✐t ♣ré❢éré à 01✮✱ ♥✐ {01, 11} ≻Gi {00, 01} ✭✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t q✉❡ 11 s♦✐t ♣ré❢éré
à 00✮✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡✳
❊♥ rés✉♠é✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ♠✐♥✐♠❛① ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st rés♦❧✉❡
♣❛r ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ♠✐♥✐♠❛①
♥✬❡st ♣❛s ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❧❛ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✐rrés♦❧✉❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥
♦♣t✐♠✐st❡✱ ♣❡ss✐♠✐st❡ ❡t ❞❡ ●är❞❡♥❢♦rs✳
✼✺
✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s
✸✳✹✳✸ AVw rés♦❧✉❡ ♣❛r ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ét✉❞✐♦♥s ❧❡s rè❣❧❡s AVw ♣♦✉r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s w ♠♦♥♦t♦♥❡s✳ ❉❛♥s
t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡s rè❣❧❡s ❝♦♠♠❡ rés♦❧✉❡s ❡♥ ❧❡s
❞ét❡r♠✐♥✐s❛♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦✳ P♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r ❧✬❛♥♦♥②✲
♠❛t✱ ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ s♦♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r✐♦r✐tés s✉r ❧❡s ❝♦♠✐tés✳ ❊♥ ❢❛✐t✱
♥♦✉s ❢❡r♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬♦r❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❧❡s ❝♦♠✐tés✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♣ré❝✐s♦♥s q✉✬✉♥❡ rè❣❧❡ r rés♦❧✉❡ ♣❛r ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❡st
❞✐t❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ❛✉ s❡♥s ❢♦rt s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡
❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡✳ ■❧❧✉str♦♥s ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r w ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ AVw ❡st
♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ❛✉ s❡♥s ❢♦rt✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✺✳ ❙♦✐t w = (2, 1, 1, 1, 0, 0, 0)✳ ❙♦✐t P ✉♥ ♣r♦✜❧ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✸ ✈♦t❡s 00 ❡t ✹
✈♦t❡s 01✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s H↓(00) = (1111000)✱ H↓(01) = (1110000)✱ H↓(10) = (2222111)✱
H↓(11) = (2221111)✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ D(00) = 5✱ D(01) = 4✱ D(10) = 10 ❡t D(11) = 9✳
▲❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❞♦♥❝ 01✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬✉♥ ✈♦t❛♥t 00 ❝❤❛♥❣❡ s♦♥ ✈♦t❡
❡♥ 10✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs H↓(00) = (1111100)✱ H↓(01) = (2110000)✱ H↓(10) = (2222110)✱
H↓(11) = (221111)✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ D(00) = 5✱ D(01) = 6✱ D(10) = 10 ❡t D(11) = 8✳ ▲❡
❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❛❧♦rs 00 ❡t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ré✉ss✐❡✳
✸✳✹✳✸✳❛ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ♣❛✐r ❡t w ❞é❝r♦✐ss❛♥t
❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① s❡❝t✐♦♥s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s à ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s ❞é✲
❝r♦✐ss❛♥ts✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ♥✬❛✉r♦♥s ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s
✈♦t❛♥ts s♦♥t ❍❛♠♠✐♥❣✲❝♦❤ér❡♥t❡s✳ ■❧ s❡r❛ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡
✈♦t❛♥t ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❝♦♠✐té ♣ré❢éré ✉♥✐q✉❡✳
◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st ♣❛✐r✱ ♣✉✐s
❞❛♥s s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st ✐♠♣❛✐r✱ ❝❛r ❝❡s ❞❡✉① ❝❛s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ rè❣❧❡ AVw ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ❛✉ s❡♥s
❢❛✐❜❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦✳
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✻✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r n = 2q ❞❡ ✈♦t❛♥ts✱ ❧❡ ♣r♦✜❧ P ❡st ❝♦♠♣♦sé
❞❡ q ✈♦t❡ 00 ❡t ❞❡ q ✈♦t❡s 01✳ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❢❛✈♦r✐s❡ 01 s✉r 00✱ ❡t 00 s✉r 11✳
❙♦✐t w t❡❧ q✉❡ w1 > wq+1✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
H↓(00) = (1q0q) D(00) = W0→q
H↓(01) = (1q0q) D(01) = W0→q
H↓(10) = (2q1q) D(10) = 2W0→q +Wq→n
H↓(11) = (2q1q) D(11) = 2W0→q +Wq→n
▲❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st 01 ❣râ❝❡ ❛✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡✳
✼✻
✸✳✹✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥ ❞❡s ✈♦t❛♥ts 00 ❝❤❛♥❣❡ s♦♥ ✈♦t❡ ♣♦✉r 10✳ ❆❧♦rs ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥
❞❡✈✐❡♥t
H↓(00) = (1q+10q−1) D(00) = W0→q+1
H↓(01) = (2 1q−10q) D(01) = 2w1 +W1→q
H↓(10) = (2q1q−10) D(10) = 2W0→q +Wq→n−1
H↓(11) = (2q−11q+1) D(11) = 2W0→q−1 +Wq−1→n
❈❧❛✐r❡♠❡♥t D(00) < D(10)✳ ❙✐ q > 1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s D(00) < D(11)✱ ❡t s✐ q = 1✱ ❛❧♦rs
D(00) = D(11)✱ ❡t ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡ 00 ❢❛❝❡ à 11✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s D(01)−D(00) = w1 − wq+1✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st 00 ❡t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛✲
t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s
AVw ♣❛r❛♠étré❡s ♣❛r t♦✉t ✈❡❝t❡✉r ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✼✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r n = 2q ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r α ∈ N✱
0 ≤ α < q✳ ▲❡ ♣r♦✜❧ P ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ (q − α) ✈♦t❡s 00✱ α ✈♦t❡s 10 ❡t q ✈♦t❡s 01✳ ❉❡
♣❧✉s ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ T ♣r✐✈✐❧é❣✐❡ 01 s✉r 00 ❡t 00 s✉r 11✳ ❙♦✐t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡
♣♦✐❞s w t❡❧ q✉❡ W0→α ≤Wq→q+α ✭❡♥ ❢❛✐t✱ W0→α = Wq→q+α✱ ❝❛r w ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t✮ ❡t
W0→α+1 > Wq→q+α+1✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
H↓(00) = (1q+α0q−α) D(00) = W0→q+α
H↓(01) = (2α1q−α0q) D(01) = 2W0→α +Wα→q
H↓(10) = (2q1q−α0α) D(10) = 2W0→q +Wq→2q−α
H↓(11) = (2q−α1q+α) D(11) = 2W0→q−α +Wq−α→2q
❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r 0 ≤ α < q✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s D(00) < D(11) ❡t D(01) < D(10)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s D(01)−D(00) = W0→α −Wq→q+α✳ ▲❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❞♦♥❝ 01 ❣râ❝❡ ❛✉
♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬✉♥ ✈♦t❛♥t 00 tr❛♥s❢♦r♠❡ s♦♥ ✈♦t❡ ❡♥ 10✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
H↓(00) = (1q+α+10q−α−1) D(00) = W0→q+α+1
H↓(01) = (2α+11q−α−10q) D(01) = 2W0→α+1 +Wα+1→q
H↓(10) = (2q1q−α−10α+1) D(10) = 2W0→q +Wq→2q−α−1
H↓(11) = (2q−α−11q+α+1) D(11) = 2W0→q−α−1 +Wq−α−1→2q
P♦✉r 0 ≤ α < q✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s D(00) < D(10)✳ ❙✐ α < q − 1✱ D(00) < D(11)✱ ❡t s✐
α = q − 1 ❛❧♦rs D(00) = D(11)✱ ❡t ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡ 00✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s D(01)−D(00) = W0→α+1−Wq→q+α+1✳ ▲❛ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❞♦♥❝ 00 ❡t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡✳
❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ r❡st❡ ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r q ❡t✱ ♣❛r s②♠étr✐❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠é❝❛♥✐s♠❡
❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ T ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ♦r❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❧❡s ❝♦♠✐tés✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ rés✉❧t❛t s✬ét❡♥❞
✼✼
✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s
à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❢❛❝t✐❝❡s ❛♣♣r♦✉✈és ✭♦✉
r❡❥❡tés✮ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥❛♥✐♠❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✹✳ ❙✐ n = 2q✱ w ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❡t s✬✐❧ ❡①✐st❡ α t❡❧ q✉❡ W0→α = Wq→q+α
❡t W0→α+1 > Wq→q+α+1✱ 0 ≤ α < q✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t m✱ AV Tw ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ α = 0 ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✹✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s w ❞♦✐t
s❡✉❧❡♠❡♥t êtr❡ t❡❧ q✉❡ w1 > wq+1 ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ rè❣❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✺✳ ❙✐ n = 2q✱ w ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❡t s✬✐❧ ❡①✐st❡ α t❡❧ q✉❡ w1 > wα✱ ♣♦✉r
1 < α ≤ q + 1✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t m✱ AV Tw ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳
▲❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✶✹ ❡t ✸✳✶✺ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s AVw
♣♦✉r t♦✉t w ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❡t ♣♦✉r ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ♣❛✐r✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✻✳ ❙✐ n ❡st ♣❛✐r ❡t w ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❡t ❞✐✛èr❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s ❞❡
♠✐♥✐s✉♠✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t m✱ AV Tw ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳
❈❡ rés✉❧t❛t ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ é✈✐❞❡♥t❡ q✉❡ t♦✉t❡ rè❣❧❡ AV Tw ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r
str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✳ ❙✐ n ❡st ♣❛✐r ❡t w ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t m✱ AV Tw
❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳
✸✳✹✳✸✳❜ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ✐♠♣❛✐r ❡t w ❞é❝r♦✐ss❛♥t
➱t✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡♥t ❝❡ rés✉❧t❛t s✬ét❡♥❞ à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳
❈❡rt❛✐♥s ❡①❡♠♣❧❡s ❞♦♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉✬❡♥ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s❡r♦♥t r❡✈❡rsés
❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❛♥♥❡①❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ AVw ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡
❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❛✉ s❡♥s ❢❛✐❜❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡
❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦✳
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✽✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r n = 2q + 1 ❞❡ ✈♦t❛♥ts✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣r♦✜❧
P ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q ✈♦t❡s 00 ❡t ❞❡ q+1 ✈♦t❡s 01✳ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡ 01 s✉r
00 ❡t 00 s✉r 11✳ ❙♦✐t w ❞é❝r♦✐ss❛♥t t❡❧ q✉❡ w1 > wq+1 + wq+2✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
H↓(00) = (1q+10q) D(00) = W0→q+1
H↓(01) = (1q0q+1) D(01) = W0→q
H↓(10) = (2q+11q) D(10) = 2W0→q+1 +Wq+1→2q+1
H↓(11) = (2q1q+1) D(11) = 2W0→q +Wq→2q+1
❆❧♦rs ❧❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st 01✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ s✐ wq+1 = 0✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬✉♥ ✈♦t❛♥t 00 ❝❤❛♥❣❡ s♦♥ ✈♦t❡ ❡♥ 10✳ ❆❧♦rs ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
✼✽
✸✳✹✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
H↓(00) = (1q+20q−1) D(00) = W0→q+2
H↓(01) = (2 1q−10q+1) D(01) = 2w1 +W1→q
H↓(10) = (2q+11q−10) D(10) = 2W0→q+1 +Wq+1→2q
H↓(11) = (2q−11q+2) D(11) = 2W0→q−1 +Wq−1→2q+1
❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s D(00) < D(10)✳ ❙✐ q > 1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s D(00) < D(11)✱ ❡t
s✐ q = 1✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s D(00) = D(11) ❡t ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❢❛✈♦r✐s❡ 00 ❢❛❝❡ à 11✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s D(01)−D(00) = w1 − (wq+1 + wq+2) > 0✳ ▲❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❞♦♥❝ 00 ❡t
❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❛s ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❞❡ ✈♦t❛♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❣é♥ér❛❧✐s❡r
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
✈♦t❛♥ts ✐♠♣❛✐r✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❣é♥ér❛❧✐sé s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡✱ ❡①❡♠♣❧❡ ✻✳✶✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ r❡st❡ ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r q ❡t✱ ♣❛r s②♠étr✐❡✱ ♣♦✉r t♦✉t
♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ T ✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ♦r❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❧❡s ❝♦♠✐tés✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ rés✉❧t❛t
s✬ét❡♥❞ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❢❛❝t✐❝❡s ❛♣♣r♦✉✈és
✭♦✉ r❡❥❡tés✮ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥❛♥✐♠❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✼✳ ❙✐ n = 2q + 1✱ w ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❡t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r α t❡❧ q✉❡
W0→α ≤Wq→q+α+1 ❡t W0→α+1 > Wq→q+α+2✱ 0 ≤ α < q✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t m✱ AV Tw ❡st
♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛❞❛♣t❡r ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r
♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✽✳ ❙✐ n = 2q + 1✱ w ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❡t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r α t❡❧ q✉❡
W0→α < Wq→q+α+1 ❡t W0→α+1 ≥ Wq→q+α+2✱ 0 ≤ α < q✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t m✱ AV Tw ❡st
♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳
❉❡ ♣❧✉s s✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s α < q−1✱W0→α < Wq→q+α+1 ❡tW0→α+1 > Wq→q+α+2✱ ❧✬❡①❡♠♣❧❡
✻✳✶ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ t♦✉t ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✾✳ ❙✐ n = 2q + 1✱ w ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❡t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r α t❡❧ q✉❡
W0→α < Wq→q+α+1 ❡t W0→α+1 > Wq→q+α+2✱ 0 ≤ α < q− 1✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t m✱ AV Tw ❡st
❢♦rt❡♠❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st ♣❛✐r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ✈❡❝✲
t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s ❞é❝r♦✐ss❛♥ts w q✉✐ s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ ✭♠❛✐s
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡✮ ❡t q✉✐ ✐♥❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ rè❣❧❡ AVw ♥♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s w ❡st ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❡t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st
✐♠♣❛✐r✱ ❧❛ rè❣❧❡ AVw ❡t ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐s✉♠ ♣r♦❞✉✐s❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t✳ ▲❛ rè❣❧❡
AVw ❡st ❛❧♦rs éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♥♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳
❆✈❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s q✉✐ s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛
♣r♦♣r✐été t❡❝❤♥✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡✳
✼✾
✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✵✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ n ❡♥t✐❡rs {ai✱ i = 1 . . . n}✱ ❛✈❡❝ n ✐♠♣❛✐r✱
t❡❧s q✉❡ −α ≤ ai ≤ α✱ ❡t
∑n
i=1 ai = −α✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✱
w = 〈wi✱ i = 1 . . . n〉✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s
∑n
i=1wi · ai ≤
∑⌊n/2⌋
i=1 wi · α−
∑n
i=⌊n/2⌋+1wi · α✳
Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ n ❡♥t✐❡rs {ai✱ i = 1 . . . n}✱ ❛✈❡❝ n ✐♠♣❛✐r✱ t❡❧s q✉❡
−α ≤ ai ≤ α✱ ❡t
∑n
i=1 ai = −α✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞é❝r♦✐ss❛♥t w = 〈wi✱ i = 1 . . . n〉✳
❈❤❡r❝❤♦♥s ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡
∑n
i=1wi · ai✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r ♣♦✉r
∑n
i=1wi · ai✱
❧❡s ai ♣♦s✐t✐❢s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♣❧✉s ❣r❛♥❞s wi ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ❡t ❧❡s ai ♥é❣❛t✐❢s ❛✉①
♣❧✉s ♣❡t✐ts wi ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ai1 ❡t ai2 t❡❧s
q✉❡ 0 < ai1 < α✱ 0 < ai2 < α ❡t i1 < i2✳ ❆❧♦rs ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s {a
′
i✱ i = 1 . . . n} t❡❧ q✉❡
a′i1 = min{α; ai1 + ai2}, a
′
i2
= max{0; ai2 − (α− ai1)}✱ ❡t a
′
i = ai✱ ♣♦✉r i /∈ {i1, i2}✳ P✉✐sq✉❡
w ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
∑n
i=1wi · ai ≤
∑n
i=1wi · a
′
i✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐❢s
♠❛✐s str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉rs à −α✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡
q✉❡ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ai1 t❡❧ q✉❡ 0 ≤
ai1 < α✳ P✉✐sq✉❡
∑n
i=1 ai = −α✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ai2 t❡❧ q✉❡ ai2 = −ai1 ✭❝❛r ❞❡✉①
❡♥t✐❡rs str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐❢s ❡t str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉rs à −α ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❝♦✲❡①✐st❡r ❞❛♥s
✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✮✳ ❆❧♦rs✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s {a′i✱ i = 1 . . . n} t❡❧ q✉❡ a
′
i1
= α✱ a′i2 = −α✱
❡t a′i = ai✱ ♣♦✉r i /∈ {i1, i2}✳ P✉✐sq✉❡ w ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s q✉❡
∑n
i=1wi · ai ≤∑n
i=1wi · a
′
i✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐❢ q✉✐ ❞✐✛èr❡
❞❡ −α✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡✳
❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ❧❡s ai s♦♥t s♦✐t é❣❛✉① à α s♦✐t à −α✳ ❆✐♥s✐✱
♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
n∑
i=1
wi · ai ≤
⌊n/2⌋∑
i=1
α · wi −
n∑
i=⌊n/2⌋+1
α · wi
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét✉❞✐❡r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s ❞é❝r♦✐ss❛♥ts q✉✐ s♦♥t ♣r♦❝❤❡s
❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✶✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és n = 2q + 1 ❡t w ❞é❝r♦✐ss❛♥t✱ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣r♦✜❧ P t❡❧
q✉❡ AVw(P ) 6= ♠✐♥✐s✉♠✭P ✮✱ ❛❧♦rs W0→q ≥Wq→2q+1✳
Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s n = 2q + 1✱ w ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❡t P t❡❧ q✉❡ AVw(P ) 6= ♠✐♥✐s✉♠✭P ✮✳
◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s c = minisum(P ) ❡t c′ = AVw(P )✱ ❞❡✉① ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♣♦✉r AVw✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st ✐♠♣❛✐r✱ ♠✐♥✐s✉♠ ♣♦ssè❞❡ ✉♥
✽✵
✸✳✹✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
✉♥✐q✉❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r✱ ❛✐♥s✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s minisum(c′, P )−minisum(c, P ) = α✱ ♣♦✉r ✉♥
❝❡rt❛✐♥ α ≥ 1✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s❝♦r❡s AVw ❞❡ c ❡t c′✳
D(c)−D(c′) =
n∑
i=1
wi · (H
↓(c)i −H
↓(c′)i)
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts q✉✐ ❞✐✛èr❡♥t ❞❡ c à c′ ❡st ❛✉ ♣❧✉s α✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
c ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r ✉♥❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥❧❡✈❡r ✉♥
❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ c ♦✉ ❛❥♦✉t❡r ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t à c ✭❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬♦❜t❡♥✐r c′✮ ❛✉❣♠❡♥t❡r❛ s♦♥ s❝♦r❡
♠✐♥✐s✉♠ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✉♥✐té✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i ≤ n✱ ♦♥ ❛ −α ≤ (H↓(c)i −H↓(c′)i) ≤ α✳
❙♦✐t i ✉♥ ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ 1 ≤ i ≤ n✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s v ❧❡ ✈♦t❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ i❡ ❝♦✲
♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ H(c) ❡t v′ ❧❡ ✈♦t❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ i❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ H(c′)✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡
❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♣❛r s②♠étr✐❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✉♣♣♦s❡r q✉❡ H(c, v) −H(c, v′) ≥ 0✳ ❆✈❡❝ ❧✬✐♥✲
éq✉❛t✐♦♥ H(c, v′)−H(c′, v′) ≥ −α✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s H(c, v) − H(c′, v′) ≥ −α✱ ❝❡ q✉✐ ❡st
❡①❛❝t❡♠❡♥t H(c)i −H(c′)i ≥ −α✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ v′ ❡st ❧❡ ✈♦t❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ i❡
❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ H(c′)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s q✉❡ H(c′, v′) ≥ H(c, v) − α✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs q✉❡
H(c, v)−H(c′, v′) ≤ α✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t H(c)i −H(c′)i ≤ α✳
❊♥✜♥✱ ❝❤❡r❝❤♦♥s ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r
∑n
i=1wi · (H
↓(c)i −H
↓(c′)i)✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i ≤ n✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
−α ≤ (H↓(c)i −H
↓(c′)i) ≤ α
❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ minisum(c′, P )−minisum(c, P ) = α✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
n∑
i=1
(H↓(c)i −H
↓(c′)i) = −α
❆❧♦rs ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✵✱ ❡t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
n∑
i=1
wi · (H
↓(c)i −H
↓(c′)i) ≤
q∑
i=1
α · wi −
n∑
i=q+1
α · wi
▼❛✐s ♣✉✐sq✉❡ c′ = AVw(P )✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ D(c)−D(c′) ≥ 0✳ ❊t ❛✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
0 ≤
q∑
i=1
α · wi −
n∑
i=q+1
α · wi
❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ W0→q ≥Wq→2q+1✳
✽✶
✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s
❈❡ rés✉❧t❛t ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ s✐ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐
W0→q < Wq→2q+1✮ ❡t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st ✐♠♣❛✐r✱ ❛❧♦rs AVw ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à
♠✐♥✐s✉♠✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ AVw ❡st ❞♦♥❝ rés✐st❛♥t❡ à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✷✳ ❙✐ n = 2q + 1✱ w ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❡t t❡❧ q✉❡ W0→q < Wq→2q+1✱ ❛❧♦rs
AVw ❡st rés✐st❛♥t❡ à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
❏✉sq✉✬✐❝✐✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s ❣râ❝❡ ❛✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✶✽ ❡t ✸✳✷✷ q✉❡ ✿
• s✐ w ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ wq+1 > 0 ❡t W0→q ≥Wq→2q+1 ❛❧♦rs AVw ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✱
• s✐ W0→q < Wq→2q+1 ❛❧♦rs AVw ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ♠✐♥✐s✉♠✱ ❡t ❡st ❞♦♥❝ rés✐st❛♥t❡ à ❧❛
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥❝♦r❡ à ❡①♣❧♦r❡r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s q✉✐ s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡
♠✐♥✐♠❛①✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❧♦rsq✉❡ wq+1 = 0✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✼ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
tr❛✐t❡r ❝❡s ❝❛s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ α = 0 ❡t wq+1 = 0 ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✼✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡
♣♦✐❞s ❞♦✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜❡r w1 > 0 ♣♦✉r ✐♥❞✉✐r❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✸✳ ❙✐ n = 2q + 1 ❡t w ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❡t t❡❧ q✉❡ w1 > 0 ❡t wq+1 = 0✱
❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t m✱ AV Tw ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳
❆✐♥s✐✱ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s
AVw ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞é❝r♦✐ss❛♥t✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs
❞❡ ♣♦✐❞s w ❞é❝r♦✐ss❛♥ts ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s rè❣❧❡s AVw éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ♠✐♥✐s✉♠
❡t ❞♦♥❝ ♥♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs w q✉✐ ♥✬✐♥❞✉✐s❡♥t ♣❛s ♠✐♥✐s✉♠✱
❧❡s rè❣❧❡s AVw s♦♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡s✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✹✳ ❙✐ n ❡st ✐♠♣❛✐r ❡t w ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❡t ♥✬✐♥❞✉✐t ♣❛s ♠✐♥✐s✉♠✱ ❛❧♦rs✱
♣♦✉r t♦✉t m✱ AV Tw ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳
▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ✸✳✹✳✸✳❛ ❡t ✸✳✹✳✸✳❜ ❡st q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ rè❣❧❡
♥♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s rè❣❧❡s AVw ❛✈❡❝ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s ❞é❝r♦✐ss❛♥t✳
✸✳✹✳✸✳❝ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ♣❛✐r ❡t w ❝r♦✐ss❛♥t
❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s
❝r♦✐ss❛♥ts✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts s♦♥t ❍❛♠♠✐♥❣✲
❝♦❤ér❡♥t❡s ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é top(>i) ♣♦✉r ✉♥ ✈♦t❛♥t i✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s♦♥ ❝♦♠✐té ♣ré❢éré✱ ♥♦✉s
s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t c, c′ ∈ 2X ✱
c i c
′ ⇔ dH(c, top(>i)) ≤ dH(c
′, top(>i)).
❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧✬ét✉❞❡ ❡st sé♣❛ré❡ ❡♥ ❞❡✉① ❝❛s✱ ❝❡❧✉✐ ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
✈♦t❛♥ts ❡st ♣❛✐r ❡t ❝❡❧✉✐ ♦ù ✐❧ ❡st ✐♠♣❛✐r✳
✽✷
✸✳✹✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡①trê♠❡ ❞✬❖❲❆ ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ q✉✐ ❡st ♠✐♥✐♠✐♥✱
♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ w = 〈0, . . . , 0, 1〉✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ rè❣❧❡✱ ❧❡ s❝♦r❡ ❛❣ré❣é ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ❡st é❣❛❧ à ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦✜❧✳
P♦✉rm = 2✱ ♠✐♥✐♠✐♥ ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ❛✉ s❡♥s ❢❛✐❜❧❡ ✭❣râ❝❡ ❛✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡✮✳
❊♥ ❡✛❡t✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♠✐♥✐♠✐♥ ❝❤♦✐s✐r❛ t♦✉❥♦✉rs ❝♦♠♠❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r✱ ❧❡ ✈♦t❡ ❞❡
P ❧❡ ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ s❡❧♦♥ T ✳ ❆❧♦rs✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦✜❧ P ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ✈♦t❡ 00 ❡t ❞✬✉♥
✈♦t❡ 11 ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ 01 >T 11 >T 00✳ ▲❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st 11 ❣râ❝❡ ❛✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡
❞é♣❛rt❛❣❡✳ ❙✐ ❧❡ ✈♦t❛♥t 00 ✈♦t❡ 01 ❛❧♦rs✱ ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st 01✱ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❣râ❝❡ ❛✉
♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡✳ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ré✉ss✐❡✱ ❝❛r ❝❡ ✈♦t❛♥t ♣ré❢èr❡ 01 t♦ 11✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥ts✱ ❛✈❡❝ ✉♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ♣❛✐rs✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✾✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r n = 2q ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡t ✉♥ ♣r♦✜❧ P ❝♦♠♣♦sé
❞❡ q − 1 ✈♦t❡s 00✱ ✶ ✈♦t❡ 10 ❡t q ✈♦t❡s 01✳ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡ 01 ❢❛❝❡ à
10✱ ❡t 00 ❢❛❝❡ à 01✳ ❙♦✐t w t❡❧ q✉❡ w1 < wq+1✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs
H↓(00) = (1q+10q−1) D(00) = W0→q+1
H↓(01) = (2 1q−10q) D(01) = 2w1 +W1→q
H↓(10) = (2q1q−10) D(10) = 2W0→q +Wq→2q−1
H↓(11) = (2q−11q+1) D(11) = 2W0→q−1 +Wq−1→2q
❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s D(00) < D(11)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s D(01) ≤ D(10) ❡t s✐
D(01) = D(10) ❛❧♦rs ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❢❛✈♦r✐s❡ 01 ❢❛❝❡ à 10✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s D(01)−D(00) = w1 − wq+1 ❡t ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st 01✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ✈♦t❛♥t 10 ❝❤❛♥❣❡ s♦♥ ✈♦t❡ ❡♥ 00✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
H↓(00) = (1q0q) D(00) = W0→q
H↓(01) = (1q0q) D(01) = W0→q
H↓(10) = (2q1q) D(10) = 2W0→q +Wq→2q
H↓(11) = (2q1q) D(11) = 2W0→q +Wq→2q
▲❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st 00 ❣râ❝❡ ❛✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❡st ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ré✉ss✐❡✱ ❝❛r
❧❡ ✈♦t❛♥t 10 ♣ré❢èr❡ 00 à 01 ✭❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❍❛♠♠✐♥❣✲❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✮✳
❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❛✜♥ ❞❡ tr❛✐t❡r t♦✉t ✈❡❝✲
t❡✉r ❝r♦✐ss❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❣é♥ér❛❧✐sé s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡✱
❡①❡♠♣❧❡ ✻✳✷✳
❉❡ ♠ê♠❡ q✉✬❡♥ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ r❡st❡ ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r q ❡t✱ ♣❛r
s②♠étr✐❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ T ✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ♦r❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❧❡s ❝♦♠✐tés✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ rés✉❧t❛t s✬ét❡♥❞ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts
❢❛❝t✐❝❡s ❛♣♣r♦✉✈és ✭♦✉ r❡❥❡tés✮ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥❛♥✐♠❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✺✳ ❙✐ n = 2q✱ w ❡st ❝r♦✐ss❛♥t ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ α t❡❧ q✉❡ W0→α−1 = Wq→q+α−1
❡t W0→α < Wq→q+α✱ 0 < α ≤ q✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t m✱ AV Tw ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳
✽✸
✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧♦rsq✉❡ α = 1 ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✺✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s w ❞♦✐t
s❡✉❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜❡r w1 < wq+1 ♣♦✉r ✐♥❞✉✐r❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✻✳ ❙✐ n = 2q✱ w ❡st ❝r♦✐ss❛♥t ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ α t❡❧ q✉❡ w1 < wα✱ ♣♦✉r
1 < α ≤ q + 1✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t m✱ AV Tw ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳
▲❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✷✺ ❡t ✸✳✷✻ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s AVw
♣♦✉r t♦✉t w ❝r♦✐ss❛♥t ❡t ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ♣❛✐r✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✼✳ ❙✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st ♣❛✐r ❡t w ❡st ❝r♦✐ss❛♥t ❡t ❞✐✛èr❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r
❞❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t m✱ AV Tw ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳
❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ é✈✐❞❡♥t❡ q✉❡ t♦✉t❡ rè❣❧❡ AV Tw ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ✉♥
✈❡❝t❡✉r str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✳ ❙✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st ♣❛✐r ❡t w ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r
t♦✉t m✱ AV Tw ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳
✸✳✹✳✸✳❞ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ✐♠♣❛✐r ❡t w ❝r♦✐ss❛♥t
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❝❡ rés✉❧t❛t s✬ét❡♥❞ à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r ❞❡ ✈♦t❛♥ts✱
❛✈❡❝ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s t♦✉❥♦✉rs ❝r♦✐ss❛♥t✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ AVw ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r ❞❡
✈♦t❛♥ts ❡t ✷ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ❛✉ s❡♥s ❢❛✐❜❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡
❞❡s ❡① ❛❡q✉♦✳
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✵✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r n = 2q + 1 ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡t ✉♥ ♣r♦✜❧
P ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q ✈♦t❡s 01✱ ✶ ✈♦t❡ 11 ❡t q ✈♦t❡s 10✳ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❢❛✈♦r✐s❡ 10
❢❛❝❡ à 01 ❡t 10 ❢❛❝❡ à 11✳ ❙♦✐t w ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s ❝r♦✐ss❛♥t t❡❧ q✉❡ W0→q ≤ Wq+1→2q
❡t W0→q−1 > Wq+1→2q−1✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
H↓(00) = (2 12q) D(00) = 2w1 +W1→2q+1
H↓(01) = (2q 1 0q) D(01) = 2W0→q + wq+1
H↓(10) = (2q 1 0q) D(10) = 2W0→q + wq+1
H↓(11) = (12q 0) D(11) = W0→2q
❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s q✉❡ D(11) < D(00) ❡t D(01) = D(10)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
D(10)−D(11) = W0→q −Wq+1→2q✱ ❛❧♦rs D(10) ≤ D(11)✳ ▲❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❞♦♥❝ 10✱ ❣râ❝❡
❛✉ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❛✈❡❝ 01 ❡t ❛✈❡❝ 11 s✐ W0→q = Wq+1→2q✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥ ❞❡s ✈♦t❛♥ts 01 ✈♦t❡ 11✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs
H↓(00) = (2212q−1) D(00) = 2W0→2 +W2→2q+1
H↓(01) = (2q120q−1) D(01) = 2W0→q +Wq→q+2
H↓(10) = (2q−1120q) D(10) = 2W0→q−1 +Wq−1→q+1
H↓(11) = (12q−102) D(11) = W0→2q−1
✽✹
✸✳✹✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s D(11) < D(00) ❡t D(10) ≤ D(01)✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
D(10)−D(11) = W0→q−1 −Wq+1→2q−1✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ D(11) < D(10)✳ ❆✐♥s✐ ❧❡
✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st 11✳ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ré✉ss✐❡✱ ❝❛r ❧❡ ✈♦t❛♥t 01 ♣ré❢èr❡ 11 à 10✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣♦✉r
tr❛✐t❡r t♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s ♣❛r❛♠étré❡s ♣❛r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝r♦✐ss❛♥ts ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts
✐♠♣❛✐r✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❣é♥ér❛❧✐sé s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡✱ ❡①❡♠♣❧❡ ✻✳✸✳
❉❡ ♠ê♠❡ q✉✬❡♥ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ r❡st❡ ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r q ❡t✱ ♣❛r
s②♠étr✐❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ T ✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ♦r❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❧❡s ❝♦♠✐tés✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ rés✉❧t❛t s✬ét❡♥❞ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts
❢❛❝t✐❝❡s ❛♣♣r♦✉✈és ✭♦✉ r❡❥❡tés✮ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥❛♥✐♠❡✳ ❆❧♦rs✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✽✳ ❙✐ n = 2q+1✱ w ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s ❝r♦✐ss❛♥t ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r
α t❡❧ q✉❡ W0→q−α ≤Wq+1→2q−α ❡t W0→q−α−1 > Wq+1→2q−α−1✱ 0 ≤ α < q✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r
t♦✉t m✱ AV Tw ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❞❛♣t❡r ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r
♠♦♥tr❡r q✉❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✾✳ ❙✐ n = 2q+1✱ w ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s ❝r♦✐ss❛♥t ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r
α t❡❧ q✉❡ W0→q−α < Wq+1→2q−α ❡t W0→q−α−1 ≥ Wq+1→2q−α−1✱ 0 ≤ α < q✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r
t♦✉t m✱ AV Tw ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ♥❡ tr❛✐t❡ ♣❛s ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝r♦✐ss❛♥ts
t❡❧s q✉❡ W0→q+1 ≤ Wq+1→2q+1 ❡t W0→q > Wq+1→2q✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✈❡❝ ❞❡ t❡❧s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡
♣♦✐❞s ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ AV Tw ✐♥❞✉✐t ♠✐♥✐s✉♠ ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✹✮ ❡t ❡st ❞♦♥❝
rés✐st❛♥t❡ à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ♣r♦✉✈❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜✐❧✐té ❞❡ t❡❧s ✈❡❝t❡✉rs✱
❡t ✐❧ r❡q✉✐❡rt tr♦✐s ❝❛♥❞✐❞❛ts✳
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✶✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r n = 2q+1 ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡t ✸ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳
▲❡ ♣r♦✜❧ P ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q ✈♦t❡s 100✱ 1 ✈♦t❡ 010 ❡t q ✈♦t❡s 111✳ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡
❢❛✈♦r✐s❡ 111 ❢❛❝❡ à 010✱ ❢❛❝❡ à 100 ❡t ❢❛❝❡ à 110✳ ❙♦✐t w ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝r♦✐ss❛♥t t❡❧ q✉❡
W0→q+1 ≤Wq+1→2q+1 ❡t W0→q > Wq+1→2q✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
H↓(000) = (3q1q+1) D(000) = 3W0→q +Wq→2q+1
H↓(001) = (22q+1) D(001) = 2W0→2q+1
H↓(010) = (22q01) D(010) = 2W0→2q
H↓(011) = (3q1q+1) D(011) = 3W0→q +Wq→2q+1
H↓(100) = (2q+10q) D(100) = 2W0→q+1
H↓(101) = (3 12q) D(101) = 3w1 +W1→2q+1
H↓(110) = (12q+1) D(110) = W0→2q+1
H↓(111) = (2q+10q) D(111) = 2W0→q+1
❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ❧❡ s❝♦r❡ ❞❡ 110 ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉① s❝♦r❡s ❞❡ 000✱ 001✱ 011 ❡t
101 ✭❡♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s W0→q > Wq+1→2q ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ w1 > 0✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐
✽✺
✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s
D(111) = D(100) ❡t D(111) ≤ D(010) ❡t ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❢❛✈♦r✐s❡ 111 ❞❛♥s ❧❡s
❞❡✉① ❝❛s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s D(111)−D(110) = W0→q+1−Wq+1→2q+1✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r
❡st 111✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❛✈❡❝ 110 s✐ W0→q+1 = Wq+1→2q+1✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥ ✈♦t❛♥t 100 ❝❤❛♥❣❡ s♦♥ ✈♦t❡ ❡♥ 110✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs
H↓(000) = (3q 2 1q) D(000) = 3W0→q + 2wq+1 +Wq+1→2q+1
H↓(001) = (3 22q) D(001) = 3w1 + 2W1→2q+1
H↓(010) = (22q−1 1 0) D(010) = 2W0→2q−1 + w2q
H↓(011) = (3q−1 2 1q+1) D(011) = 3W0→q−1 + 2wq +Wq→2q+1
H↓(100) = (2q+1 1 0q−1) D(100) = 2W0→q+1 + wq+2
H↓(101) = (3 2 12q−1) D(101) = 3w1 + 2w2 +W2→2q+1
H↓(110) = (12q 0) D(110) = W0→2q
H↓(111) = (2q 1 0q) D(111) = 2W0→q + wq+1
❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ❧❡ s❝♦r❡ ❞❡ 110 ❡st t♦✉❥♦✉rs str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉① s❝♦r❡s ❞❡ 000✱ 001✱
011 ❡t 101✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s D(111) < D(100) ❡t D(111) ≤ D(010)✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s q✉❡
D(111) − D(110) = W0→q −Wq+1→2q✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st 110✳ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st
❞♦♥❝ ré✉ss✐❡✱ ❝❛r ❧❡ ✈♦t❛♥t 100 ♣ré❢èr❡ 110 à 111✳
❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ r❡st❡ ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r q✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡
❞é♣❛rt❛❣❡ T ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ♦r❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❧❡s ❝♦♠✐tés ❡t ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts
s✉♣ér✐❡✉r à ✸✳ ❆❧♦rs✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✵✳ ❙✐ n = 2q + 1✱ w ❡st ❝r♦✐ss❛♥t ❡t t❡❧ q✉❡ W0→q+1 ≤ Wq+1→2q+1 ❡t
W0→q > Wq+1→2q✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t m ≥ 3✱ AV Tw ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❞❛♣t❡r ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ♠♦♥✲
tr❡r q✉❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✶✳ ❙✐ n = 2q + 1✱ w ❡st ❝r♦✐ss❛♥t ❡t t❡❧ q✉❡ W0→q+1 < Wq+1→2q+1 ❡t
W0→q ≤Wq+1→2q✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t m ≥ 3✱ AV Tw ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞é❝r♦✐ss❛♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st ✐♠♣❛✐r
✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s ❝r♦✐ss❛♥ts w q✉✐ ❞✐✛ér❡♥t ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠
♠❛✐s q✉✐ ✐♥❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ rè❣❧❡ AVw ♥♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s w
❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❡t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st ✐♠♣❛✐r✱ ❧❛ rè❣❧❡ AVw ❡t ❧❛
rè❣❧❡ ♠✐♥✐s✉♠ ♣r♦❞✉✐s❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t✳ ▲❛ rè❣❧❡ AVw ❡st ❞♦♥❝ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à
♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♥♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✷✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és n = 2q + 1 ❡t w ❝r♦✐ss❛♥t✱ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣r♦✜❧❡ P t❡❧
q✉❡ AVw✭P ✮6= ♠✐♥✐s✉♠✭P ✮✱ ❛❧♦rs W0→q+1 ≤Wq→2q+1✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✸✳✷✶ ❡t s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥
♣❛rt✐❡ ❛♥♥❡①❡✱ ♣r❡✉✈❡ ✻✳✷✳
✽✻
✸✳✹✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❈❡ rés✉❧t❛t ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ s✐ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠✱ ❛❧♦rs
AVw(P ) ✐♥❞✉✐t ♠✐♥✐s✉♠✱ ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡st rés✐st❛♥t❡ à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✸✳ ❙✐ n = 2q + 1 ❡t w ❡st ❝r♦✐ss❛♥t ❡t t❡❧ q✉❡ W0→q+1 > Wq+1→2q+1✱
❛❧♦rs AVw ❡st rés✐st❛♥t❡ à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♠♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs w t❡❧s q✉❡ W0→q > Wq+1→2q ✐♥❞✉✐s❡♥t
❡✉① ❛✉ss✐ ♠✐♥✐s✉♠✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ q✉❡ ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✹✳ ❙✐ n = 2q + 1✱ m = 2✱ w ❡st ❝r♦✐ss❛♥t ❡t t❡❧ q✉❡ W0→q > Wq+1→2q✱
❛❧♦rs AVw ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ♠✐♥✐s✉♠✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥
❛♥♥❡①❡✱ ♣r❡✉✈❡ ✻✳✷✳
❏✉sq✉✬✐❝✐✱ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✭✸✳✷✽✱ ✸✳✷✾✱ ✸✳✸✵✱ ✸✳✸✶✱ ✸✳✸✸ ❡t ✸✳✸✹✮ ♥♦✉s
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ✿
• s✐ w ❡st t❡❧ q✉❡ w1 > 0 ❡t W0→q+1 ≤Wq+1→2q+1 ❛❧♦rs AVw ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✱
• ❞❡ ♣❧✉s s✐ w1 = 0 ❡t wq+1 > 0 ❛❧♦rs AVw ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ✭❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s
♦ù α = q − 1 ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❣é♥ér❛❧✐sé✮✱
• s✐ W0→q+1 > Wq+1→2q+1 ❛❧♦rs AVw ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ❡st ❞♦♥❝ rés✐st❛♥t❡
à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱
• ❡t ❡♥✜♥ s✐ W0→q > Wq+1→2q ❡t m = 2 ❛❧♦rs AVw ❡st ❛✉ss✐ é❣❛❧❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡
rés✐st❛♥t❡ à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ❡①♣❧♦r❡r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐♥✱ ❧♦rsq✉❡
wq+1 = 0✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ wq+1 = 0✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❡♥ ❛♥♥❡①❡✱ ❡①❡♠♣❧❡ ✻✳✹✱
♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡s rè❣❧❡s AVw s♦♥t ❛✉ss✐ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t
❞❡♠❡✉r❡ ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r t♦✉t q✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ✭♣❛r s②♠étr✐❡✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✺✳ ❙✐ n = 2q + 1✱ w ❡st ❝r♦✐ss❛♥t ❡t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ α t❡❧ q✉❡ w2q−α = 0 ❡t
w2q+1−α > 0✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t m✱ AV Tw ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳
▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ✸✳✹✳✸✳❝ ❡t ✸✳✹✳✸✳❞ ❡st q✉❡ ❞ès ❧♦rs q✉✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s w
❝r♦✐ss❛♥t ♥✬✐♥❞✉✐t ♣❛s ♠✐♥✐s✉♠✱ ❧❡ rè❣❧❡ AV Tw ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ✸✳✹✳✸✳❛✱ ✸✳✹✳✸✳❜✱ ✸✳✹✳✸✳❝ ❡t ✸✳✹✳✸✳❞ ♥♦✉s
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ s✬❡st ♣♦sé❡ ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ♣❛rt✐❡✱ à s❛✈♦✐r ✿
♠✐♥✐s✉♠ ❡st✲❡❧❧❡ ❧❛ s❡✉❧❡ rè❣❧❡ ♥♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s rè❣❧❡s AVw ❛✈❡❝ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡
♣♦✐❞s ♠♦♥♦t♦♥❡✳
✽✼
✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳ ▲❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ rè❣❧❡ ♥♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s rè❣❧❡s AVw
❛✈❡❝ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s w ♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♠♠❡
♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦✳
❈❡ rés✉❧t❛t s♦✉❧✐❣♥❡ ❧❡ ❧✐❡♥ q✉✐ ❡①✐st❡ ❡♥tr❡ éq✉✐té ❡t ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡
✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✳
✸✳✹✳✹ ❘és✉♠é
❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛① ❡t ❞❡s rè❣❧❡s AVw✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐♠❛① ❛✈❡❝ ❞❡✉①
❝❛♥❞✐❞❛ts✱ s❡❧♦♥ ❧❡s tr♦✐s ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ♣rés❡♥té❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✳ ❊♥ ✏❞ét❡r♠✐♥✐✲
s❛♥t✑ ♠✐♥✐♠❛① ♣❛r ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ♠✐✲
♥✐♠❛① ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✱ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ P✉✐s✱ ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s
❝❛r❞✐♥❛❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐♠❛① ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛✈❡❝ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡
❞é♣❛rt❛❣❡ r❛♥❞♦♠✐sé ❡st rés✐st❛♥t❡ à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ rè❣❧❡ ✐rrés♦❧✉❡ ♠✐♥✐♠❛① ❛ été
♠♦♥tré❡ rés✐st❛♥t❡ à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ♦♣t✐♠✐st❡✱ ♣❡ss✐♠✐st❡
❡t ❞❡ ●är❞❡♥❢♦rs ✭❡t ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❑❡❧❧② ❡t ❞❡ ❋✐s❤❜✉r♥✮✳
❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s AVw
♣❛r❛♠étré❡s ♣❛r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s ♠♦♥♦t♦♥❡s✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞é❝r♦✐ss❛♥ts s✬❡st
str✉❝t✉ré❡ ❡♥ ❞❡✉① s❡❝t✐♦♥s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛r✐té ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱
❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st ♣❛✐r✱ t♦✉t❡ rè❣❧❡ AVw ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞é❝r♦✐s✲
s❛♥t q✉✐ ❞✐✛èr❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡
✐♠♣❛✐r ❞❡ ✈♦t❛♥ts✱ ❝❡rt❛✐♥s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s
rè❣❧❡s AVw éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ❞♦♥❝ ♥♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s AVw
q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ♠✐♥✐s✉♠ s♦♥t ❞é♠♦♥tré❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡s✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ✈❡❝✲
t❡✉rs ❝r♦✐ss❛♥ts ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ❞♦♥❝ q✉❡ ♠✐♥✐s✉♠
❡st ❧❛ s❡✉❧❡ rè❣❧❡ ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s ♠♦♥♦t♦♥❡ q✉✐ ❡st rés✐st❛♥t❡ à ❧❛
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
✸✳✺ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡① ❛❡q✉♦
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡① ❛❡q✉♦
♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠✱ ♠✐♥✐♠❛① ❡t ❧❡s rè❣❧❡s AVw✳
❯♥❡ ❞❡s ❝r✐t✐q✉❡s à ❧✬❡♥❝♦♥tr❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛① ♣❛r r❛♣♣♦rt à ♠✐♥✐✉♠ ❡st s♦♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦♥
❞é❝✐s✐❢✱ ❞û à ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ❡① ❛❡q✉♦✳ ❈❡❧❛ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♠❛①✐♠✉♠ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
s♦♠♠❡✳ ❈❡tt❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ❡✛❡t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✬❛❝❝r♦îtr❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡
❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♣❛s s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❧❡ ♣❧✉s
✽✽
✸✳✺✳ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡① ❛❡q✉♦
❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ❡① ❛❡q✉♦ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉❡r♦♥s
✉♥❡ ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦✉r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡
rè❣❧❡s AVw(i)✱ ❞♦♥t ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛①✳
✸✳✺✳✶ ➱t✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞✉ ♣✐r❡ ❝❛s
➱t✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ❡① ❛❡q✉♦ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s
AVw(i)✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥✲
q✉❡✉rs ♣❡✉t ❝r♦îtr❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡st ❛♣♣r♦✉✈é ♣❛r ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡s ✈♦t❛♥ts✱ ❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s ❝♦♠✐tés s♦♥t ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡① ❛❡q✉♦✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♣♦✉r ✉♥
♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r ❞❡ ✈♦t❛♥ts✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛♣♣r♦✉✈é ♣❛r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠♦✐t✐é
❞❡s ✈♦t❛♥ts✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r✳ ▼❛✐s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r rés✉❧t❛t ♥❡ s✬ét❡♥❞
♣❛s ❛✉① rè❣❧❡s AVw(i) ♣♦✉r i ≥ 1 ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✻✳ P♦✉r t♦✉t i ≥ 1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬é❧❡❝t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡① ❛❡q✉♦ ♣♦✉r AVw(i) ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳
Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞✬é❧❡❝t✐♦♥s (En·m)n,m∈N t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡st ❡♥ O(2
m
2 )✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞✬é❧❡❝t✐♦♥ (En·m)n,m∈N = (X,N,P )✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡
♣❛✐r ❞❡ ✈♦t❛♥ts✱ ♦ù P ❡st ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ✿ n/2 ✈♦t❛♥ts ❛♣♣r♦✉✈❡♥t t♦✉s
❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡t ❧❡s n/2 ❛✉tr❡s ✈♦t❛♥ts ♥✬❡♥ ❛♣♣r♦✉✈❡♥t ❛✉❝✉♥✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s ❛❧♦rs q✉❡✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ é❧❡❝t✐♦♥✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♦r❞♦♥♥é ❞❡s
❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣✱ H↓(c, P )✱ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té c ❛✉ ♣r♦✜❧ P ✈ér✐✜❡ ✿
H↓(c, P ) = (βc, . . . , βc, αc, . . . , αc),
❛✈❡❝ αc, βc ∈ N✱ n/2 ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ αc ❡t βc✱ αc ≤ βc ❡t αc + βc = m✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ en·m ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s w(i)✱
i = 1 . . . n− 1✱ ❡t ✉♥ ❝♦♠✐té c✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❡✉① ❝❛s ✿
• s✐ i ≥ n/2✱ ❛❧♦rs
Ow(i)(H(c, P )) = (n− i) · βc
• s✐ i < n/2✱ ❛❧♦rs
Ow(i)(H(c, P )) = n/2 · βc + (n/2− i) · αc
= n/2 · (βc + αc)− i · (m− βc)
= n/2 ·m− i ·m+ i · βc
= (n/2− i)m+ i · βc
✽✾
✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s
❈❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ♥♦✉s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r Ow(i)(H(c, P )) ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ βc✳ ▲❡s ❝♦♠✐tés ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ βc ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ s♦♥t ❧❡s ❝♦♠✐tés q✉✐
❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t m/2 ❝❛♥❞✐❞❛ts s✐ m ❡st ♣❛✐r✱ ❡t ⌊m/2⌋ ♦✉ ⌊m/2⌋+ 1 s✐ m ❡st ✐♠♣❛✐r✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧
❡①✐st❡ O(2
m
2 ) ❝♦♠✐tés q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬é❧❡❝t✐♦♥s
❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r ❞❡ ✈♦t❛♥ts✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦✉r AVw(i) s♦✐t ❡♥ O(2
m
2 )✱ ♣♦✉r i ≥ 1✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ♥❡ ♥♦✉s ✐♥❢♦r♠❡ ♣❛s s✉r ❧❛ ♣♦ss✐❜❧✐té ❞❡ tr♦✉✲
✈❡r ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s
♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ ✭r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ ❧❡s ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs s♦♥t ❧❡s ❝♦♠✐tés q✉✐
❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r ✉♥❡ str✐❝t❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡t
❛✉❝✉♥ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r ♠♦✐♥s q✉❡ ❧❛ str✐❝t❡ ♠❛❥♦r✐té✮✳
❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s✱ t♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s AVw(i) ♣❡✉✈❡♥t ❛❜♦✉t✐r à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡① ❛❡q✉♦✳ ❙❡✉❧❡ ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❢❛✐t ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❀ ❧♦rsq✉❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st ✐♠♣❛✐r✱ ♠✐♥✐s✉♠ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ q✉✬✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r✳
➱t✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❛r ❧✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♠✐tés ❡① ❛❡q✉♦ ♣♦✉r
✉♥❡ rè❣❧❡ ❞♦♥♥é❡✳
✸✳✺✳✷ ➱t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s rè❣❧❡s AVw(i) ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ❡① ❛❡q✉♦✳ ❈❡tt❡ ❜rè✈❡ ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢
❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❧❡s ❝r✐t✐q✉❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡① ❛❡q✉♦
♣♦✉r ♠✐♥✐♠❛①✳
P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t✐ré ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 104 é❧❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ✷ s✉r ❧❡s ✈♦t❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ AVw(i)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧é ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ❡① ❛❡q✉♦ s✉r ❝❡s é❧❡❝t✐♦♥s✳
❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts s✐ ♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ♦✉ ✐♠♣❛✐r ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡
✐♠♣❛✐r ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❝✐♥q ✈♦t❛♥ts ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s ♠✐♥✐s✉♠✱
AVw(1)✱ AVw(2)✱ AVw(3) ❡t ♠✐♥✐♠❛①✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡
q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡① ❛❡q✉♦ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❛♥❞✐❞❛ts✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s❡✉❧ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠
❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st ✐♠♣❛✐r✳ ❊♥s✉✐t❡ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés
❞❡ ♠✐♥✐♠❛① ❡st ❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é ♣❛r♠✐ ❧❡s rè❣❧❡s ét✉❞✐é❡s✳ ❆✈❡❝ ✺ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥
✷✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝✉❧t✉r❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✺✳✸✳✸✳❛✳
✾✵
✸✳✺✳ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡① ❛❡q✉♦
✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵
✶✵
✷✵
✸✵
♠✐♥✐s✉♠
AVw(2)
AVw(1)
AVw(3)
♠✐♥✐♠❛①
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ◆♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♠✐tés ❡① ❛❡q✉♦ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱
♣♦✉r n = 5✳
❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡st ❞❡ ✺ ❡t ❛✉❣♠❡♥t❡ ❥✉sq✉✬à ✸✵ ❛✈❡❝ ✶✵ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s
rè❣❧❡s AVw(1)✱ AVw(2) ❡t AVw(3) s❡ s✐t✉❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❡t ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❧❛
♠♦✐t✐é ♠♦✐♥s ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs q✉❡ ♠✐♥✐♠❛①✳ ◆♦t♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡
❝♦♠✐tés ♣♦✉r ❧❡ rè❣❧❡ AVw(2) ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ AVw(1)✳ ❆✐♥s✐✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t
à ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣❡♥s❡r✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♠✐tés ❡① ❛❡q✉♦ ♥✬❡st
♣❛s s②sté♠❛t✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛①✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳
✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵
✶✵
✷✵
✸✵
AVw(1)
AVw(2)
AVw(3)
AVw(4)
♠✐♥✐s✉♠
♠✐♥✐♠❛①
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ◆♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♠✐tés ❡① ❛❡q✉♦ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱
♣♦✉r n = 6✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ✻ ✈♦t❛♥ts ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s ♠✐♥✐s✉♠✱
AVw(1)✱ AVw(2)✱ AVw(3)✱ AVw(4) ❡t ♠✐♥✐♠❛①✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡① ❛❡q✉♦ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳
❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐♠❛① ❡st ❧❛ rè❣❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡
♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♠✐tés ❡① ❛❡q✉♦✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❡st ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ rè❣❧❡
♣♦ssé❞❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs✱ ❛✈❡❝ ♣rès ❞❡ ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❝❡✉①
❞❡ ♠✐♥✐♠❛①✳ ▲❡s rè❣❧❡s AVw(1)✱ AVw(2)✱ AVw(3) ❡t AVw(4) s❡ s✐t✉❡♥t s♦✉s ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡
♠✐♥✐s✉♠✱ ❡t ♣r♦❞✉✐s❡♥t ✸ à ✹ ❢♦✐s ❞❡ ❝♦♠✐tés ❡① ❛❡q✉♦ q✉❡ ♠✐♥✐♠❛①✳
P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡tt❡ ❜rè✈❡ ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✱ ♦❜s❡r✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❝❡s rè❣❧❡s s❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠♦②❡♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ❛✈❡❝ ✸✻ ✈♦t❛♥ts✳
✾✶
✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s
✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵
✶✵
✷✵
✸✵
♠✐♥✐s✉♠
AVw(20)
AVw(30)
AVw(33)
AVw(34)
♠✐♥✐♠❛①
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ◆♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♠✐tés ❡① ❛❡q✉♦ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱
♣♦✉r n = 36✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠♦②❡♥ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ✭s❛✉❢ ♠✐♥✐♠❛①✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✻ ✈♦t❛♥ts✳
❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♥✬❡st ♣❛s ét♦♥♥❛♥t✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥t très ❢❛✐❜❧❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ♣♦ss✐❜❧❡s ✭❡♥tr❡ 4 ❡t 1024✮ r❡♥❞ ❧✬✐ss✉❡ ❞✉ ✈♦t❡ très ✐♥❝❡rt❛✐♥❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ✈♦t❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♠✐té ❞✐✛ér❡♥t✳
▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡
❞❡✉① ✈♦t❛♥ts ✈♦t❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠✐té✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❡ ✈♦t❡ ♠♦✐♥s ✐♥❝❡rt❛✐♥✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ♣❧✉s ❣r❛♥❞✱ ♠✐♥✐♠❛① ❡st t♦✉❥♦✉rs ❧❛ rè❣❧❡
❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♠✐tés✳ ▼✐♥✐s✉♠ ❡t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s rè❣❧❡s AVw(i)
♣♦ssè❞❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❢❛✐❜❧❡✱ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✶✺ ❢♦✐s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡
❝❡❧✉✐ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛①✳ ❊♥✜♥✱ s❡✉❧❡s ❧❡s rè❣❧❡s AVw(i) ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛① ✭i ≥ 30✮ ✈♦✐❡♥t ❧❡✉r
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ❡① ❛❡q✉♦ ❛✉❣♠❡♥t❡r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ✷ à ✶✵✳
✸✳✺✳✸ ❘és✉♠é
❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡① ❛❡q✉♦ ♣♦✉r ♠✐♥✐✲
s✉♠✱ ♠✐♥✐♠❛① ❡t ❧❡s rè❣❧❡s AVw(i)✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥✲
q✉❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s AVw(i) ♣❡✉✈❡♥t ❛❜♦✉t✐r à ✉♥
♥♦♠❜r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡① ❛❡q✉♦✳ ❙❡✉❧❡ ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❢❛✐t ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❀
❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st ✐♠♣❛✐r✱ ♠✐♥✐s✉♠ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ q✉✬✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥✲
q✉❡✉rs✳ ❆✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝✉❧t✉r❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧❡ ✭❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s
✈♦t❡s✮✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ♠✐♥✐♠❛① ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❜✐❡♥ ♣❧✉s é❧❡✈é
q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s rè❣❧❡s AVw(i)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st ♣❛✐r✱ ♠✐♥✐s✉♠ ❛✉ss✐
♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ❡① ❛❡q✉♦ ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s rè❣❧❡s AVw(i)✳
✾✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✹
❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t
❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿
♣ré❢ér❡♥❝❡s ♥♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡s
❘és✉♠é
▲❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠♣❧❡ ❡t ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r
❝♦♥❞✉✐r❡ ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠✐tés ❡t ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❡s ré❢ér❡♥❞✉♠s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ❛♣♣r♦✉✈❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ✭♦✉ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥s✮✱ ❡t ❧❡ ❝♦♠✐té ♦♣t✐♠❛❧ ✭♦✉ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛❝❝❡♣té❡s✮ ❡st ❞é✜♥✐ s❡❧♦♥ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉✐✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈♦t❛♥t ❡♥ ♣r❡✲
♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és ♦✉ r❡❥❡tés q✉✐ ♦♥t été sé❧❡❝t✐♦♥♥és
♦✉ ♥♦♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥és✱ ❡t ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ❛❣rè❣❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts
✈♦t❛♥ts✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❛❞❛♣té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ✈♦t❛♥ts ♣♦ssè❞❡♥t
❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s✱ ❡❧❧❡ ❧✬❡st ♠♦✐♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ✈♦t❛♥t
♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❡①♣r✐♠❡r s❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥
❛✉tr❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡st ❞é❥à é❧✉✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s
❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s é❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠✐tés ❡t ❧❡s ré❢ér❡♥❞✉♠s
♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ♦ù ❧❡s ✈♦t❡s ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s♦♥t ❣é♥ér❛❧✐sés ❡♥ ❞❡s ✈♦t❡s ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛✲
t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r tr♦✐s rè❣❧❡s✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s rè❣❧❡s
s♦♥t ❧❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❞❡s rè❣❧❡s ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛①✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ tr♦✐✲
s✐è♠❡ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ✈♦t❡ séq✉❡♥t✐❡❧ s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❢♦♥❞é❡ s✉r
❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ❡①♣❧♦r♦♥s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s✱ ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✱ ❛✈❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡✉r
♠❛♥✐♣✉❧❛❜✐❧✐té✳
✾✸
✹✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♥♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡s
❙♦♠♠❛✐r❡
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
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✹✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠♣❧❡ ❡t ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❝♦♥❞✉✐r❡ ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s
❞❡ ❝♦♠✐tés ❡t ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❡s ré❢ér❡♥❞✉♠s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❊♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ ❝❤❛q✉❡
✈♦t❛♥t ❡①♣r✐♠❡ s❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ✈♦t❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ▲❡s é❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠✐tés ❡t ❧❡s ré❢ér❡♥❞✉♠s ♠✉❧t✐♣❧❡s
s♦♥t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ✈♦t❡ s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ ✈♦t❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦♥♥é❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡s rè❣❧❡s ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛① ♣♦✉r ❧❡s é❧❡❝✲
t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠✐tés✳ ❈❡s rè❣❧❡s✱ ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣✱ ♦♥t été ❝♦♥ç✉❡s ♣♦✉r
❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱
❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s sé♣❛r❛❜❧❡s✳
Pr❡♥♦♥s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s ❡t ♥♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡s s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♠❡♥✉ ❝♦♠♠✉♥✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈♦t❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✷ ✈❛r✐❛❜❧❡s D = D1 × D2✱ ♦ù D1 = {m, f, v} ✭♠❡❛t✱
✜s❤✱ ✈❡❣❡t❛r✐❛♥ ❞✐s❤✮ ❡t D2 = {r, w, b} ✭r❡❞ ✇✐♥❡✱ ✇❤✐t❡ ✇✐♥❡✱ ❜❡❡r✮✳ ▲❡s ✈♦t❛♥ts ❞♦✐✈❡♥t
❞é❝✐❞❡r ❞✬✉♥ ♠❡♥✉ ❝♦♠♠✉♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♣❧❛t ❡t ❧❛ ❜♦✐ss♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥
✈♦t❛♥t ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
mr ≻ mb ≻ mw ≻ fr ≻ fb ≻ fw ≻ vr ≻ vb ≻ vw
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✉ ✈♦t❛♥t s♦♥t sé♣❛r❛❜❧❡s ✭m ≻ f ≻ v ❡t r ≻ b ≻ w✮✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡
❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈❡ ✈♦t❛♥t ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r s❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s❛♥s ❞✐✣❝✉❧tés✱ ❡t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛①
s♦♥t ❛♣♣r♦♣r✐é❡s✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✉ ✈♦t❛♥t s♦✐❡♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
mr ≻ fw ≻ mb ≻ mw ≻ fb ≻ fr ≻ vr ≻ vb ≻ vw
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✉ ✈♦t❛♥t ♥❡ s♦♥t ♣❛s sé♣❛r❛❜❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ s✬❛♣❡rç♦✐t q✉❡
❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✈✐❛♥❞❡ ✭m✮ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❧❡ ✈♦t❛♥t ♣ré❢èr❡ ❧❡ ✈✐♥ r♦✉❣❡ ❛✉ ❜❧❛♥❝ ✭mr ≻ mw✮✱ ♠❛✐s
❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣♦✐ss♦♥ ✭f✮ ❡st ❝❤♦✐s✐✱ ❧❛ ♣ré❢ér❡♥❝❡ s✬✐♥✈❡rs❡ ✭fw ≻ fr✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s
s✉r ❧❛ ❜♦✐ss♦♥ s♦♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣❧❛t✳ ▲❡ ✈♦t❛♥t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❡①♣r✐♠❡r ❝❡tt❡
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ s❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦✲
❜❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s rè❣❧❡s ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛① ♣♦✉r ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♥♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡s ❄
✹✳✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❡t ♣❧❛♥
▲❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é✱ ❧❡s é❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠✐tés ❡t ❧❡s ré❢ér❡♥❞✉♠s ♠✉❧t✐♣❧❡s s♦♥t ❞❡s
❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ ✈♦t❡ s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s très ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ✈✐❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✳
✾✺
✹✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♥♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡s
●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬é❧❡❝t✐♦♥s✱ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ✈♦t❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r
❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳
▲❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉
✈♦t❡ s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ♣❡r♠❡t ❛✉① ✈♦t❛♥ts ❞✬❡①♣r✐♠❡r
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡✉rs ♣ré❢ér❡♥❝❡s✱ ❝♦♠♣❛ré ❛✉① ♦r❞r❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s q✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡♥t
✉♥ ❡✛♦rt tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❛✉① é❧❡❝t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡
q✉✬❛✉① é❧❡❝t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✳
▲❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❛ ❞é❥à été ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠✐tés ❡t
❞❡s ré❢ér❡♥❞✉♠s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ♣♦✉r ❧❡
✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❛✉① ✈♦t❛♥ts ❞✬❡①♣r✐♠❡r
❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ q✉✐ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✱ ❢♦♥t ❡♥
❣é♥ér❛❧ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ✈♦t❛♥ts ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡
✈❡rr♦♥s ❛✈❡❝ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♠❡♥✉ ❝♦♠♠✉♥ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡
♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❛♥❞ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ❛❧❧✐❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣✲
♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♦ù
❧❡s ✈♦t❛♥ts ❛♣♣r♦✉✈❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥t été sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✳ ▲✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦♣✲
t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞♦♥t ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡
❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✱ ♠✐♥✐s✉♠✱ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛① ✶✳
▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ♦✉ ♣❛r
s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ✈♦t❡ s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✉ ✈♦t❡
séq✉❡♥t✐❡❧✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♦r❞r❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡ ✈♦t❡ séq✉❡♥t✐❡❧ ❞❡♠❛♥❞❡ ❛✉① ✈♦t❛♥ts
❞❡ s✬❡①♣r✐♠❡r s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❡s ✉♥❡s ❛♣rès ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❛✉① ✈♦t❛♥ts
❞✬❡①♣r✐♠❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣✉✐sq✉✬✐❧s s✬❡①♣r✐♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡s ✈♦t❡s s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥♦♥✲séq✉❡♥t✐❡❧✱ à s❛✈♦✐r ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱
♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s✱ ❡t ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✳ P✉✐s ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s✱ ❡♥
❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡ ❧❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡s
❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ rés♦❧✉❡s ♣❛r
✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦ ❡t ✐rrés♦❧✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥
❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳
✶✳ ▲❡s rè❣❧❡s ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛① s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳
✾✻
✹✳✷✳ ◆♦t✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧✱ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t
♣❛r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱
♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦t❡ séq✉❡♥t✐❡❧ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
✹✳✶✳✷ ❚r❛✈❛✉① ❡♥ ❧✐❡♥
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❧✐é à ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ✈♦t❡
♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s ❛✈❡❝ ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐✲
s✉♠✱ ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐♠❛①✱ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r k✲❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❡t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ♣rés❡♥té❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ sé✲
♣❛r❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s r❡str❡✐♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞❡s rè❣❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♠❛✐s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥
❝♦ût ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s rè❣❧❡s ♦♥t été ét✉❞✐é❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❜♦✉t✐r
à ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s
❡♥ ❞ét❛✐❧ ♣❛r ❑✐❧❣♦✉r ✭✷✵✶✵✮✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✉ ✈♦t❡ s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ P❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ✈♦t❡r s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠✲
❜✐♥❛t♦✐r❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r
❧✬❤②♣❡r❝✉❜❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳ ❖♥ tr♦✉✈❡r❛ ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❛♥s ▲❛♥❣ ❡t ❳✐❛ ✭✷✵✶✻✮✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s q✉❡
❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡
♥❡t✇♦r❦s ♦✉ ❈P✲♥❡ts✮✳ ❆ss♦❝✐és à ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ s✉r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❧❡s ❈P✲♥❡ts
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❧✬❤②♣❡r❝✉❜❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳ ▲❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷ s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉① ❈P✲♥❡ts✱ ❝♦♠♠❡
♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥✳ ❈✐t♦♥s ❛✉ss✐ ❯❝❦❡❧♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ q✉✐ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
q✉✐ ♥❡ s✬❛♣♣✉✐❡ ♣❛s s✉r ❧❡s ❈P✲♥❡ts✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ✈✐❛ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s
❧♦❣✐q✉❡s ♣♦♥❞éré❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦ût❡✉① ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳
✹✳✷ ◆♦t✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ D = D1 . . . Dp✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ Di ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❛✲
❧❡✉rs ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xi✱ ❡t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts q✉✐ ❞♦✐t ❞é❝✐❞❡r ❞✬✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♠✲
♠✉♥❡
−→
d = (d1, . . . , dp) ∈ D✳ ◆♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❞é❥à ✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s
♣♦✉r ✈♦t❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬♦r❞r❡s s✉r ❧❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ▲❛♥❣ ❡t ❳✐❛ ✭✷✵✶✻✮✳ ❈♦♠✲
♠❡♥t ♣♦✉✈♦♥s✲♥♦✉s ❧❡s ét❡♥❞r❡ ♣♦✉r ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❄ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s q✉❛tr❡
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✉r ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ à s❛✈♦✐r✱
❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❀ ❧❡s rè❣❧❡s
♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❀ ❡t ❧❡ ✈♦t❡
séq✉❡♥t✐❡❧ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❧❡s ❛♣♣❧✐q✉❡r♦♥s à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❝❤♦✐①
❞✬✉♥ ♠❡♥✉ ❝♦♠♠✉♥✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✷ ✈❛✲
✾✼
✹✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♥♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡s
r✐❛❜❧❡s D = D1×D2✱ ♦ù D1 = {m, f, v} ✭♠❡❛t✱ ✜s❤✱ ✈❡❣❡t❛r✐❛♥ ❞✐s❤✮ ❡t D2 = {r, w, b}
✭r❡❞ ✇✐♥❡✱ ✇❤✐t❡ ✇✐♥❡✱ ❜❡❡r✮✳ ▲❡s ✈♦t❛♥ts ❞♦✐✈❡♥t ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♣❧❛t ❡t ❧❛ ❜♦✐ss♦♥✳
❆✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♠❡♥t✐♦♥♥♦♥s ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❡①trê♠❡s
✭❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s✮ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r à ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ▲❛♥❣
❡t ❳✐❛ ✭✷✵✶✻✮✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ♥♦♠♠é❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❞❡♠❛♥✲
❞❡r ❛✉① ✈♦t❛♥ts ❞✬❛♣♣r♦✉✈❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✳
▲✬é❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❡st s✐♠♣❧❡ ❡t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ r❡q✉✐❡rt ♣❛s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈♦t❛♥ts ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♥♦♠♠é❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✐r❡❝t❡✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❞❡✲
♠❛♥❞❡r ❛✉① ✈♦t❛♥ts ❞❡ s♣é❝✐✜❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs q✉✬✐❧s ❛♣♣r♦✉✈❡♥t✱ s✐
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠♣❛❝t❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ✈♦t❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♠❛✐s ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡st é❧❡✈é✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡
✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✐r❡❝t❡✱ ❡st q✉❡ ❧♦rsq✉❡ q✉✬✉♥ ✈♦t❛♥t ❛ ♦❜t❡♥✉ ✉♥❡ ✈❛✲
❧❡✉r q✉✬✐❧ ♥✬❛♣♣r♦✉✈❡ ♣❛s ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs s♦♥ ❛✈✐s ♥❡ ❝♦♠♣t❡ ♣❛s ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ Prés❡♥t♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❛✈❡❝ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡s
♣ré❢ér❡♥❝❡s✳
✹✳✷✳✶ ❆♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❛✈❡❝ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
❞✐r❡❝t❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧❡s ✈♦t❛♥ts ❡①♣r✐♠❡♥t ❧❡✉rs ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s q✉✬✐❧s ❛♣♣r♦✉✈❡♥t✳
▲✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ é❧✉❡ ❡st ❛❧♦rs ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ q✉✐ r❡ç♦✐t ❧❡ ♣❧✉s ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞❡s
✈♦t❛♥ts✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ✹✳✶ ✐❧❧✉str❡ ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳
❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✶✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é✱ D = {m, f, v} × {r, w, b}✱ ❡t 19
✈♦t❛♥ts✳ ▲❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
• ✺ ✈♦t❛♥ts ❛♣♣r♦✉✈❡♥t (m∨f)∧(m→ r)∧(f → w) ✿ ✐❧s ♥❡ ✈❡✉❧❡♥t ♣❛s ❧❡ ♣❧❛t ✈é❣ét❛r✐❡♥✱
❡t ❞és✐r❡♥t ❞✉ ✈✐♥ r♦✉❣❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❜❧❛♥❝✮ ❛✈❡❝ ❞❡ ❧❛ ✈✐❛♥❞❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✉
♣♦✐ss♦♥✮✳
• ✹ ✈♦t❛♥ts ❛♣♣r♦✉✈❡♥t m ∧ b ✿ ✐❧s ✈❡✉❧❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈✐❛♥❞❡ ❛✈❡❝ ❞❡ ❧❛ ❜✐èr❡✱ r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡✳
• ✹ ✈♦t❛♥ts ❛♣♣r♦✉✈❡♥t (m→ r∨w)∧ (f → w)∧ (v → r∨b) ✿ ✐❧s ♥❡ s✬♦♣♣♦s❡♥t à ❛✉❝✉♥
♣❧❛t ♠❛✐s ♥❡ ✈❡✉❧❡♥t ♣❛s ❞❡ ❜✐èr❡✱ ❛✈❡❝ ❞✉ ♣♦✐ss♦♥ ✐❧s ❞és✐r❡♥t ❞✉ ✈✐♥ ❜❧❛♥❝✱ ❡t ❛✈❡❝
❧❡ ♣❧❛t ✈é❣ét❛r✐❡♥ ✐❧s ♥❡ ✈❡✉❧❡♥t ♣❛s ❞❡ ✈✐♥ r♦✉❣❡✳
• ✸ ✈♦t❛♥ts ❛♣♣r♦✉✈❡♥t (f ∨ v)∧ (f → w)∧ (v → r ∨w) ✿ ✐❧s ♥❡ ✈❡✉❧❡♥t ♣❛s ❞❡ ✈✐❛♥❞❡ ❀
❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦✐ss♦♥ ✐❧s ✈❡✉❧❡♥t ❞✉ ✈✐♥ ❜❧❛♥❝ ❀ ❡t ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧❛t ✈é❣ét❛r✐❡♥ ✐❧s ✈❡✉❧❡♥t ❞✉ ✈✐♥
r♦✉❣❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❜✐èr❡✳
• ✸ ✈♦t❛♥ts ❛♣♣r♦✉✈❡♥t v ✿ ✐❧s ✈❡✉❧❡♥t ❧❡ ♣❧❛t ✈é❣ét❛r✐❡♥✱ ❛✈❡❝ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❜♦✐ss♦♥✳
✾✽
✹✳✷✳ ◆♦t✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠❡♥✉ ✿
m f v
r 9 0 10
w 4 12 6
b 4 0 7
▲❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❞♦♥❝ fw✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉❡ ❧♦rsq✉✬✉♥ ✈♦t❛♥t ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r q✉✬✐❧
♥✬❛♣♣r♦✉✈❡ ♣❛s ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs s♦♥ ❛✈✐s ♥❡ ❝♦♠♣t❡ ♣❛s ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡rt❛✐♥s ✈♦t❛♥ts ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❛✈♦✐r ❡♥✈✐❡ ❞❡ s✬❡①♣r✐♠❡r s✉r ❧❛ ❜♦✐ss♦♥ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡
♣❧❛t ♥❡ ❧❡✉r ❝♦♥✈✐❡♥t ♣❛s✳
❯♥ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳
❈❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ✈♦t❛♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r s❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦✲
♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ q✉✐ ♣❡✉t ❞❡ ♣❧✉s êtr❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❈❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❝♦♥❞✉✐r❡
à ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ très é❧❡✈é❡✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r r❡✈✐❡♥t à rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
▼❆❳ ❙❆❚ ❝♦♥tr❛✐♥t ♦✉ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❆❳ ❙❆❚ ❝♦♥tr❛✐♥t ❡t ♣♦♥❞éré✱ s✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞é✲
r♦♥s ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ✈♦t❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ ✈♦t❡✳ ▲❡s ♠❡♥✉s
✈❛✐♥q✉❡✉rs s♦♥t ❛❧♦rs ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ▼❆❳ ❙❆❚ ❝♦♥tr❛✐♥t ❡t ♣♦♥❞éré s✉✐✈❛♥t ✿
5 : (m ∨ f) ∧ (m→ r) ∧ (f → w)
4 : m ∧ b
4 : m→ (r ∨ w) ∧ (f → w) ∧ (v → r ∨ b)
3 : (f ∨ v) ∧ (f → w) ∧ (v → r ∨ w)
3 : v
s✉❥❡t à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
(m ∨ f ∨ v) ∧ (r ∨ w ∨ b) ∧ (m¯ ∨ f¯) ∧ (f¯ ∨ v¯) ∧ (v¯ ∨ m¯) ∧ (r¯ ∨ w¯) ∧ (w¯ ∨ b¯) ∧ (b¯ ∨ r¯)
❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ♠❛✐s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ✐❧
♣♦ssè❞❡ ✉♥ r❛t✐♦ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ é❧❡✈é✱ à s❛✈♦✐r 2
k−1
2k
♣♦✉r ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t k✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉r ❧❡ r❛t✐♦ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱
♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r P❛s❝❤♦s ✭✷✵✵✹✮✳
✹✳✷✳✷ ❆♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
■♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉① ✈♦t❛♥ts
❞✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
✾✾
✹✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♥♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡s
❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✹✳✶✱ ♣❡✉t✲êtr❡ q✉❡ ❧❡s ✸ ❞❡r♥✐❡rs ✈♦t❛♥ts q✉✐ ♥✬❛✐♠❡♥t ♣❛s ❧❛ ✈✐❛♥❞❡✱ ♥✐ ❧❡
♣♦✐ss♦♥✱ ❛✉r❛✐❡♥t ✈♦✉❧✉ ❡①♣r✐♠❡r ❧❡✉r ♦♣✐♥✐♦♥ s✉r ❧❛ ❜♦✐ss♦♥✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣❧❛t ♥✬❡st ♣❛s
❧❡ ♣❧❛t ✈é❣ét❛r✐❡♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧s ❛✉r❛✐❡♥t ♣✉ ❛♣♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❜✐èr❡ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣❧❛t ❡st
❞❡ ❧❛ ✈✐❛♥❞❡ ♦✉ ❞✉ ♣♦✐ss♦♥✳ ❈❡❧❛ ❛✉r❛✐t ❝♦♥❞✉✐t ❛✉① ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
3 : 〈v,m : b, f : b, v : rwb〉
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❝❡s tr♦✐s ✈♦t❛♥ts ❛♣♣r♦✉✈❡♥t ❧❡ ♣❧❛t ✈é❣ét❛✲
r✐❡♥ ❀ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣❧❛t ❡st ❞❡ ❧❛ ✈✐❛♥❞❡ ♦✉ ❞✉ ♣♦✐ss♦♥✱ ✐❧s ❛♣♣r♦✉✈❡♥t ❧❛ ❜✐èr❡ ❀ ❡t s❛❝❤❛♥t
q✉❡ ❧❡ ♣❧❛t ❡st ✈é❣ét❛r✐❡♥✱ ✐❧s ❛♣♣r♦✉✈❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❜♦✐ss♦♥s✳
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s
♣ré❢ér❡♥❝❡s✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❑❡❡♥❡② ❡t ❘❛✐✛❛ ✭✶✾✼✻✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ D ❝♦♠♣♦sé ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s X✱ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞❡ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Xi ∈ X✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s Y ⊆ X✱ ❡t ❧❡ r❡st❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Z =
X \ ({Xi} ∪ Y )✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s DY ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t DZ ✱ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ D ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞❡ Y ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ Z✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ Xi ❡st ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ Y ét❛♥t
❞♦♥♥é Z ♣❛r r❛♣♣♦rt à ≻ s✐ ♣♦✉r t♦✉t xi, x′i ∈ Di✱
−→y ,−→y ′ ∈ DY ✱
−→z ∈ DZ ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
(xi,
−→y ,−→z ) ≻ (x′i,
−→y ,−→z ) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (xi,
−→y ′,−→z ) ≻ (x′i,
−→y ′,−→z )✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s
♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ Xi ❞é♣❡♥❞❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞❡ Z ❡t ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ Y ✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❯♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❞é✜♥✐ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ p ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s X1, . . . , Xp ❛✈❡❝ p ❞♦♠❛✐♥❡s ✜♥✐s D1, . . . Dp✱ ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ B = (G, {Ai|i = 1 . . . p})✱
♦ù ✿
• G ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té s✉r {X1, . . . , Xp} r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡s
❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❀
• ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ Ai ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s
{−→u : ai(
−→u )|−→u ∈ ParG(Xi)}
♦ù ai(
−→u ) ⊆ Di✳
▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ParG(Xi) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❡♥ts ❞❡ Xi ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G✳
▲❡ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡
❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♠❡♥✉✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣❧❛t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ r✐❡♥ ❡t
q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❜♦✐ss♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♣❧❛t✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ ❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t ✿
X1 −→ X2
P♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ♣❡✉t ♣♦ssé❞❡r s♦♥ ♣r♦♣r❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥ ✈♦t❛♥t q✉✐ ❢❛✐t ❞é♣❡♥❞r❡ ❧❡ ♣❧❛t ❞❡ ❧❛ ❜♦✐ss♦♥ ✭❡t ♥♦♥ ❧✬✐♥✲
✈❡rs❡ ❝♦♠♠❡ s✉♣♣♦sé ❝✐✲❞❡ss✉s✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❛❣ré❣❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
✶✵✵
✹✳✷✳ ◆♦t✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♥♦✉s s❡r♦♥s ♣❛r❢♦✐s ❛♠❡♥és à ❢❛✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s
✈♦t❛♥ts ♣♦ssè❞❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ét❛♥t
❞♦♥♥é ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣ré❝é❞❡♥t✳
❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✷✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é✱ D = {m, f, v} × {r, w, b}✱ ❡t 19
✈♦t❛♥ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s✉✐✈❛♥t ✿
X1 −→ X2
▲❡s ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
5 4 4 3 3
mf m mfv fv v
m : r m : b m : rw m : r m : b
f : w f : b f : w f : w f : b
v : b v : b v : rb v : rw v : rwb
▲❡s ❝✐♥q ♣r❡♠✐❡rs ✈♦t❛♥ts ❛♣♣r♦✉✈❡♥t ❧❛ ✈✐❛♥❞❡ ❡t ❧❡ ♣♦✐ss♦♥✱ ❡t s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣❧❛t ❡st ❧❛
✈✐❛♥❞❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♣♦✐ss♦♥✱ ❧❡ ♣❧❛t ✈é❣ét❛r✐❡♥✮✱ ✐❧s ❛♣♣r♦✉✈❡♥t ❧❡ ✈✐♥ r♦✉❣❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t ❧❡ ✈✐♥ ❜❧❛♥❝✱ ❧❛ ❜✐èr❡✮ ❝♦♠♠❡ ❜♦✐ss♦♥✳
▲❡s tr♦✐s ❞❡r♥✐❡rs ✈♦t❛♥ts ❛♣♣r♦✉✈❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧❛t ✈é❣ét❛r✐❡♥✱ ♠❛✐s s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣❧❛t
❡st ❞❡ ❧❛ ✈✐❛♥❞❡✱ ✐❧s ♦♥t q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ❧❡✉r ♠♦t à ❞✐r❡ ❡t ❛♣♣r♦✉✈❡♥t ❧❛ ❜✐èr❡✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t ♠♦✐♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡s q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❣ê♥❛♥t ♣♦✉r ✉♥ ✈♦t❛♥t ❞✬❛♣♣r♦✉✈❡r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s✐ s❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝
❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬é❧❡❝t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ✈♦t❛♥t ♣♦ssé❞❛♥t ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
fw ≻ vw ≻ mr ≻ vr ≻ fb ≻ vb ≻ mb ≻ fr ≻ mw
P❡✉ ✐♠♣♦rt❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ❝❤♦✐s✐✱ ✐❧ s❡r❛ ❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉r ❝❡ ✈♦t❛♥t ❞❡ ❞é❝✐❞❡r q✉❡❧ ♣❧❛t ❛♣♣r♦✉✈❡r✱
♣❛r❝❡ q✉❡ s❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ❧❡ ♣❧❛t ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ ✈✐♥✳ ▲❡ ✈♦t❛♥t ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♣❛r ❝♦♥tr❡ ✿
fw ≻ fr ≻ mr ≻ mw ≻ vw ≻ vr ≻ fb ≻ mb ≻ vb
♣♦ssè❞❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s sé♣❛r❛❜❧❡s✱ ❡t ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦✉r ❛♣♣r♦✉✈❡r s♦✐t f s♦✐t fm✳
➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
−→
d = (d1, . . . , dp) ∈ D✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡
−→
d ❡st ❡♥ ❞és❛❝❝♦r❞
❛✈❡❝ ✉♥ ✈♦t❡ B s✉r Xi s✐ (dU , di) /∈ ai(
−→u )✱ ♦ù U = ParG(Xi)✳ ▲❡ ❞és❛❝❝♦r❞ ❞❡
−→
d ♣❛r
r❛♣♣♦rt à B✱ ♥♦té δ(
−→
d ,B)✱ ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s
−→
d ❡t B s♦♥t
❡♥ ❞és❛❝❝♦r❞✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ B = 〈mf,m : r, f : w, v : b〉✱ ❡t
−→
d = vb ❛❧♦rs B ❡t
−→
d
s♦♥t ❡♥ ❞és❛❝❝♦r❞ s✉r X1 ♠❛✐s ♣❛s s✉r X2✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à δ(
−→
d ,B) = 1✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱
δ(mr,B) = 0✱ ❡t δ(vw,B) = 2✳ ❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s ❞és❛❝❝♦r❞s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥
♠❡♥✉ ❝♦♠♠✉♥ ✿
✶✵✶
✹✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♥♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡s
❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✸✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ✐ss✉❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s s♦♥t {m,m : r} ✱ {m,m : w}✱
{m,m : b}✱ {f, f : r}✱ {f, f : w}, {f, f : b}, {v, v : r}, {v, v : w} ❡t {v, v : b}✳ ❆✈❡❝ ❧❡s
❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❞és❛❝❝♦r❞s s✉✐✈❛♥ts ✿
δ mr mw mb fr fw fb vr vw vb
5 0 1 1 1 0 1 2 2 1
4 1 1 0 2 2 1 2 2 1
4 0 0 1 1 0 1 0 1 0
3 1 2 2 1 0 1 0 0 1
3 2 2 1 2 2 1 0 0 0
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❞és❛❝❝♦r❞ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ❡t ❝❤❛q✉❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
♣♦ss✐❜❧❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❞és❛❝❝♦r❞ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠✲
♠✐♥❣ ❧♦rsq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❜✐♥❛✐r❡s✱ ❡t q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❯♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❞✐t ❛❝②❝❧✐q✉❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t s✐ G ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡✳
▲♦rsq✉✬✉♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❛❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞és❛❝❝♦r❞ ❡♥tr❡ ❝❡ ✈♦t❡ ❡t ❝❡tt❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦✐t ♥✉❧✳
❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❙✐ B ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱ ai(
−→u ) 6= ∅✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs
✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
−→
d t❡❧❧❡ q✉❡ δ(
−→
d ,B) = 0✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✐ B ♥✬❡st ♣❛s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❛❧♦rs ❝❡ rés✉❧t❛t ♥✬❡st ♣❧✉s ✈r❛✐✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♣r❡♥♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ X ❡t Y ✱ ❡t
❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ B = 〈x1 : y1, x2 : y2, y1 : x2, y2 : x1〉✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t
−→
d ∈ D✱
♦♥ ❛ δ(
−→
d ,B) = 1✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s✳
✹✳✷✳✷✳❛ Pré❢ér❡♥❝❡s δ✲❝♦❤ér❡♥t❡s
❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rè❣❧❡s ♣r♦✲
♣♦sé❡s✮ q✉❡ ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞és❛❝❝♦r❞s ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡t ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ✈♦t❛♥t ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ♣❧✉s ❧❡ ✈♦t❛♥t ❛♣♣ré❝✐❡ ❝❡tt❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s
s♦♥t ❞✐t❡s δ✲❝♦❤ér❡♥t❡s✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿ ♣♦✉r t♦✉t
−→
d ,
−→
f ∈ D✱ s✐ δ(
−→
d , Pi) < δ(
−→
f , Pi) ❛❧♦rs
−→
d ≻i
−→
f ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ i ♣ré❢èr❡
−→
d à
−→
f ✳ ❈❡❧❛ ♥❡ ❞✐t r✐❡♥ s✉r ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡ i ❡♥tr❡
−→
d ❡t
−→
f ❧♦rsq✉❡ δ(
−→
d , Pi) = δ(
−→
f , Pi)✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♥✬❡♥ ❛✉r♦♥s ❥❛♠❛✐s ❜❡s♦✐♥✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ✹✳✹
✐❧❧✉str❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ δ✲❝♦❤ér❡♥❝❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✹✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ Pi = 〈mf,m : r, f : w, v : b〉✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡
(mr) ∼i (fw) ≻i (mb) ∼i (mw) ∼i (fr) ∼i (fb) ∼i (vb) ≻i (vr) ∼i (vw)
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦✲
t❛♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
✶✵✷
✹✳✷✳ ◆♦t✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ B✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ δ✲❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞é❜♦✉❝❤❡ s✉r ✉♥ ♣ré✲♦r❞r❡ t♦t❛❧✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦✲
t❡r❛ B✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡❧❛ ❡st ❞é❥à ✈r❛✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
♠❛✐s ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s♦♥t ❍❛♠♠✐♥❣✲❝♦❤ér❡♥t❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t
❛✉ss✐ à ✉♥ ♣ré✲♦r❞r❡ t♦t❛❧ ❛✈❡❝ ♠ ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❞♦♥❝ ♥♦♥ ❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡✳
❆✈❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s rè❣❧❡s ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❡①♣❧♦r♦♥s ❧❡ ❧✐❡♥ étr♦✐t
❡♥tr❡ ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❧❡s ❈P✲♥❡ts✳
✹✳✷✳✷✳❜ ❆♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❈P✲♥❡ts
▲❡ t❡r♠❡ ❈P✲♥❡t ✭✏❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦✑✮ ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳ ■♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❇♦✉t✐❧✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮✱ ❧❡s ❈P✲♥❡ts ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❧✬❤②♣❡r❝✉❜❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡
♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ D✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ≻ s✉r D✱ ❧✬❤②♣❡r✲
❝✉❜❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ≻H ❞és✐❣♥❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ≻ ❛✉① ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s q✉✐ ❞✐✛èr❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ (mr) ❡t (mw)✮✳
▲❡s ❈P✲♥❡ts s♦♥t ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✱
♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳
❯♥ ❈P✲♥❡t C s✉r D ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ✿
• ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G ♦r✐❡♥té s✉r X✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ X ✿ s♦✐t ParG(Xi)✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❡♥ts ❞❡ Xi ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G✱ ❛❧♦rs
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xi ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ X \ (ParG(Xi) ∪ {Xi}) ét❛♥t
❞♦♥♥é ParG(Xi)✳
• ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xi ∈ D✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s
≻
−→u
i ♣♦✉r t♦✉t
−→u ∈ ParG(Xi)✳
➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❈P✲♥❡t C s✉r D✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r
❧✬❤②♣❡r❝✉❜❡ ❞❡ D✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ≻C ✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❈P✲♥❡t✱ ❡t ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✺✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✈❡❝ tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ X1, X2, X3✳ ▲❛ ✜❣✉r❡
s✉✐✈❛♥t❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❈P✲♥❡t ✿
X1 X2 X3
x1 ≻ x¯1
x1 : x2 ≻ x¯2
x¯1 : x¯2 ≻ x2
x2 : x3 ≻ x¯3
x¯2 : x¯3 ≻ x3
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ s✉r D✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿
(x1x2x3) ≻C (x¯1x2x3)
❡t ❛✉ss✐ ✿
(x¯1x¯2x3) ≻C (x¯1x2x3)
✶✵✸
✹✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♥♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡s
➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ B s✉r D✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ✉♥ ♣ré✲♦r❞r❡ t♦t❛❧
B ❡t ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❈P✲♥❡t C s✉r D✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ ≻C ✳
◗✉❡❧s s♦♥t ❛❧♦rs ❧❡s ❧✐❡♥s q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❡♥tr❡ B ❡t ≻C ❄
➱t✉❞✐♦♥s ✉♥ ❝❛s s✐♠♣❧❡✱ ♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❜✐♥❛✐r❡s ❡t ♦ù ❧❡s ✈♦t❛♥ts ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t
❛♣♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xi ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡
−→u ∈ ParG(Xi)✳ ❉❡
♣❧✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ♦♥
♦❜s❡r✈❡ q✉✬✉♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ B ♥✬❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ q✉✬❛✈❡❝ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❈P✲♥❡t✱ C✱ ❜❛sé
s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳
❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✻✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛✈❡❝ tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ X1, X2, X3✱
❡t ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
X1 X2 X3
x1
x1 : x2
x¯1 : x¯2
x1x2 : x3
x1x¯2 : x¯3
x¯1x2 : x¯3
x¯1x¯2 : x3
❈❡ ✈♦t❡ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❈P✲♥❡t s✉✐✈❛♥t ✿
X1 X2 X3
x1 ≻ x¯1
x1 : x2 ≻ x¯2
x¯1 : x¯2 ≻ x2
x1x2 : x3 ≻ x¯3
x1x¯2 : x¯3 ≻ x3
x¯1x2 : x¯3 ≻ x3
x¯1x¯2 : x3 ≻ x¯3
▼ê♠❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s s✐♠♣❧❡✱ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ B ❡t ≻C ❡st ❛♠❜✐❣✉✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ❛
❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✹✳✷✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ D✱ s♦✐t B ✉♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xi ❡t ♣♦✉r t♦✉t
−→u ∈ ParG(Xi)✱ |ai(
−→u )| = 1✱
❡t C✱ ✉♥ ❈P✲♥❡t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ B✱ ❛❧♦rs
• ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
−→
d1 t❡❧❧❡ q✉❡
−→
d1 B
−→
f ✱ ♣♦✉r t♦✉t
−→
f ∈ D✱
• ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
−→
d2 t❡❧❧❡ q✉❡
−→
d2 ≻C
−→
f ✱ ♣♦✉r t♦✉t
−→
f ∈ D✱
• ❡t
−→
d1 =
−→
d2✳
✶✵✹
✹✳✷✳ ◆♦t✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✹✳✻✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
−→
d1 =
−→
d2 = (x1x2x3)✳
❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
♣♦✉r ❝❡ ✈♦t❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦✉r ✉♥ ❈P✲♥❡t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✹✳✻ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ q✉❡ B ❡t ≻C ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s ❝♦♠♣❛r❛✐✲
s♦♥s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s (x1x¯2x3)
❡t (x¯1x¯2x3)✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❈P✲♥❡t C ❝♦♥❞✉✐t à
(x1x¯2x3) ≻C (x¯1x¯2x3)
❝❛r x1 ≻ x¯1✱ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t à
(x¯1x¯2x3) ≻B (x1x¯2x3)
❝❛r δ(x¯1x¯2x3, B) < δ(x1x¯2x3, B)✳
▲❡s ❈P✲♥❡ts ❡t ❧❡s ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s ♠❛✐s
♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ❧❡s rè❣❧❡s ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❡♥
s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡ ❞és❛❝❝♦r❞ ❡♥tr❡ ✉♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳
✹✳✷✳✷✳❝ ▼✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❞és❛❝❝♦r❞ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
−→
d ❡t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ B✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❝♦♠♠❡♥t ❛❣ré❣❡r
❧❡s ❞és❛❝❝♦r❞s ❞❡ ❝❡ ♣r♦✜❧ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡♥ ✉♥ ❞és❛❝❝♦r❞ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✉r ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
❝♦♥s✐❞éré❡ ❄ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❡ ❞és❛❝❝♦r❞ ❣❧♦❜❛❧ ❞✬✉♥❡
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞és❛❝❝♦r❞s ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r ❝❡tt❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s
❞♦♥♥❡ ❧❡s s❝♦r❡s s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ✐ss✉❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✿
m f v
r 13 26 18
w 21 14 22
b 17 19 13
➱t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ P ❡t ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
−→
d ✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐s✲
s♦♥s ❧❡ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❞❡
−→
d ✱ ♥♦té minisum(
−→
d , P )✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞és❛❝❝♦r❞s ❞❡
−→
d
❡t ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❡ ❞✉ ♣r♦✜❧ P ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
minimsum(
−→
d , P ) =
∑
i∈N
δ(
−→
d , Pi)
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉✐ ❝❤♦✐s✐t ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ❧❡
♣❧✉s ♣❡t✐t ❞és❛❝❝♦r❞ ❣❧♦❜❛❧✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❢♦r♠❡❧❧❡✱
−→
d ∗ ❡st ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r
✶✵✺
✹✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♥♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡s
♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿
minimsum(
−→
d ∗, Pi) = min−→
d ∈D
∑
i∈N
δ(
−→
d , Pi)
❆✈❡❝ ❧❡s ❞és❛❝❝♦r❞s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❧❡s ♠❡♥✉s ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡① ❛❡q✉♦ s♦♥t ❞♦♥❝ (mr) ❡t (vb)✱ ❛✈❡❝
✉♥ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❞❡ 13✳
❉❡ ♣❧✉s ❛❥♦✉t♦♥s q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡s ✐ss✉❡s ❛❞✲
♠✐ss✐❜❧❡s ♦✉ ♥♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✈❡❝ q✉❛tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s
X1, X2, X3, X4 r❡♣rés❡♥t❛♥t q✉❛tr❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣♦✉r s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ♣♦st❡s à ♣♦✉r✈♦✐r✳ ■❝✐✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ Γ✱ à s❛t✐s❢❛✐r❡ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐ss✉❡s q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ é❣❛❧❡ à 2✱ s♦✐t
Γ = [2 : x1x2x3x4]✳
■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ ✷ ❛✉①
❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❜✐♥❛✐r❡s ❡t q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s
❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❞és❛❝❝♦r❞ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣✱
❡t ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝❤♦✐s✐t ❛❧♦rs ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s
❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❛✉ ♣r♦✜❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ Γ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬é❧❡❝t✐♦♥s
❞❡ ❝♦♠✐tés ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①é❡✳
✹✳✷✳✷✳❞ ▼✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ❞és❛❝❝♦r❞ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❧❡ ♠♦✐♥s s❛t✐s❢❛✐t✳ ❆✈❡❝
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿
m f v
r 2 2 2
w 2 2 2
b 2 1 1
➱t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ P ❡t ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
−→
d ✱ ♥♦✉s ❞é✜✲
♥✐ss♦♥s ❧❡ s❝♦r❡ ♠✐♥✐♠❛① ❞❡
−→
d ✱ ♥♦té minimax(
−→
d , P )✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s ❞és❛❝❝♦r❞s
❞❡
−→
d ❡t ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❡ ❞✉ ♣r♦✜❧ P ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
minimax(
−→
d , P ) = max
i∈N
δ(
−→
d , Pi)
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉✐ ❝❤♦✐s✐t ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ q✉✐ ♣♦ssè❞❡
❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❞és❛❝❝♦r❞ ♠❛①✐♠❛❧✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❢♦r♠❡❧❧❡✱
−→
d ∗ ❡st ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r
♣♦✉r ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
minimax(
−→
d ∗, Pi) = min−→
d ∈D
max
i∈N
δ(
−→
d , Pi)
✷✳ ▲❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳
✶✵✻
✹✳✷✳ ◆♦t✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
❆✈❡❝ ❧❡s ❞és❛❝❝♦r❞s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❧❡s ♠❡♥✉s ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡① ❛❡q✉♦ s♦♥t ❞♦♥❝ (fb) ❡t (vb)✳
❆✐♥s✐✱ ❛✈❡❝ (fb)✱ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ❡st s♦✐t ❞✬❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦✐ss♦♥✱ s♦✐t ❞✬❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ✈✐♥
❜❧❛♥❝ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣❧❛t ❡st ❧❡ ♣♦✐ss♦♥✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛① ✸ ❛✉① ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❜✐♥❛✐r❡s ❡t q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❞és❛❝❝♦r❞ ❡st é❣❛❧ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣✱ ❡t ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝❤♦✐s✐t ❛❧♦rs ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❛✉
♣r♦✜❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ Γ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬é❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠✐tés ❞❡
t❛✐❧❧❡ ✜①é❡✳
✹✳✷✳✸ ❱♦t❡ séq✉❡♥t✐❡❧ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♦r❞r❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡ ✈♦t❡ séq✉❡♥t✐❡❧ ❞❡♠❛♥❞❡ ❛✉① ✈♦t❛♥ts ❞❡
s✬❡①♣r✐♠❡r s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❡s ✉♥❡s ❛♣rès ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♣rés❡♥té ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ q✉✐ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱
❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡
s❡❝t✐♦♥ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ✭❙❈❆❱✮✳
❆✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡ ❙❈❆❱✱ ❧❡s ✈♦t❛♥ts s✬❡①♣r✐♠❡♥t à ❝❤❛q✉❡ t♦✉r ❡♥ ❛♣♣r♦✉✈❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ t♦✉r✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝❤♦✐s✐❡ ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧❛ ♣❧✉s
❛♣♣r♦✉✈é❡ ❡t ❝❡ ❝❤♦✐① ❡st ❝♦♠♠✉♥✐q✉é à ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ❛✈❛♥t ❧❡ t♦✉r s✉✐✈❛♥t✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
♣❡r♠❡t ❛✉① ✈♦t❛♥ts ❞✬❡①♣r✐♠❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣✉✐sq✉✬✐❧s s✬❡①✲
♣r✐♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡s ✈♦t❡s s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳
❆❥♦✉t♦♥s q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ✈♦t❡ séq✉❡♥t✐❡❧ ❞♦✐t êtr❡ t❡❧ q✉✬à ✉♥ t♦✉r ❞♦♥♥é✱
❧❡s ✈♦t❛♥ts s✬❡①♣r✐♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st
❞é❥à ✜①é❡✳ P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡
t♦✉❥♦✉rs ✉♥ t❡❧ ♦r❞r❡✱ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡s✳
■❧❧✉str♦♥s ❝❡tt❡ rè❣❧❡ s✉r ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✹✳✷✳
❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✼✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é✱ D = {m, f, v} × {r, w, b}✱ ❡t 19
✈♦t❛♥ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s✉✐✈❛♥t ✿
X1 −→ X2
▲❡s ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
5 4 4 3 3
mf m mfv fv v
m : r m : b m : rw m : r m : b
f : w f : b f : w f : w f : b
v : b v : b v : rb v : rw v : rwb
✸✳ ▲❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐♠❛① ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳
✶✵✼
✹✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♥♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡s
▲❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❧❡ ♣❧❛t ❡st ❧❛ ✈✐❛♥❞❡✱ m✱ ❛✈❡❝ ✶✸ ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r
♣♦✉r ❧❛ ❜♦✐ss♦♥✱ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♣❧❛t s♦✐t ❧❛ ✈✐❛♥❞❡✱ ❡st ❧❡ ✈✐♥ r♦✉❣❡✱ r✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱
❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞✉ ✈♦t❡ séq✉❡♥t✐❡❧ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st (mr)✳
❆✈❡❝ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡s ✈♦t❛♥ts ♥✬♦♥t ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r
❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡ ❧❡✉r ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs q✉✬✐❧s
❛♣♣r♦✉✈❡♥t à ❝❤❛q✉❡ t♦✉r✳
P✉✐sq✉❡ ❧❡ ✈♦t❡ séq✉❡♥t✐❡❧ s✉✐t ✉♥ ♦r❞r❡ ♣ré❞é✜♥✐ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡
s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦t❛♥ts ♣♦ssè❞❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡t q✉❡ ❝❡
❣r❛♣❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ✈♦t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❛♥s
❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✉♥ ❛r❝ q✉✐ s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ✈♦t❡✳
✹✳✸ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥♦♥✲séq✉❡♥t✐❡❧
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s rè❣❧❡s ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s
❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ P✉✐s ♥♦✉s
ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s ❡♥ ♠❡s✉r❛♥t ❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✳ ◆♦✉s
❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s s❝♦r❡s ♠✐♥✐s✉♠ ❞❡s ✐ss✉❡s ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦✉r ♠✐♥✐♠❛① ❡t ♣♦✉r
♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ P✉✐s ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s ❡t
✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡✉r ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉① ❝❛s✱ rés♦❧✉❡s ♣❛r ✉♥ ♠é✲
❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦ ❡t ✐rrés♦❧✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s
♣ré❢ér❡♥❝❡s✳
✹✳✸✳✶ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐♠❛① ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✱
❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st
❞❡ ♠ê♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐s✉♠ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❛✐♥s✐ ♥♦✉s s❛✈♦♥s r✐❡♥
s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❡
t❤é♦rè♠❡ ❡t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉✐ ❧❡ s✉✐t ♥♦✉s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é ❛✉
❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
❡t ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳
❉✲▼✐♥✐s✉♠ ❈♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱
P ✱ ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r k✱ ❡①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
−→
d t❡❧❧❡ q✉❡ δ(
−→
d , Pi) ≤ k ❄
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳ ❉✲▼✐♥✐s✉♠ ❈♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t
❜✐♥❛✐r❡s ❡t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡✳
✶✵✽
✹✳✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥♦♥✲séq✉❡♥t✐❡❧
Pr❡✉✈❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ◆P✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛① ✷❙❆❚✳
❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ▼❛① ✷❙❆❚ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ X = {x1, . . . , xn} ❞❡ n ✈❛r✐❛❜❧❡s
❜✐♥❛✐r❡s ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ C = {C1, . . . , Cm} ❞❡ m ❝❧❛✉s❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✷✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st
❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s s❛t✐s❢❛✐t❡s✳
❇✐❡♥ sûr✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧ ❛ss♦❝✐é✱ q✉✐ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥t✐❡r k s❡
❞❡♠❛♥❞❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s t❡❧❧❡ q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s k ❝❧❛✉s❡s s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ❞❡ ▼❛① ✷❙❆❚ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ n ✈❛r✐❛❜❧❡s
X = {x1, . . . , xn} ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ m ❝❧❛✉s❡s C = {C1, . . . , Cm}✱ ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r k✳ ◆♦✉s
❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ′ ❞❡ ❉✲▼✐♥✐s✉♠ ❈♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ◆♦✉s ❝ré♦♥s ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ n ✈❛r✐❛❜❧❡s Y = {Y1, . . . , Yn} ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ m ✈♦t❛♥ts M = {1, . . . ,m}✳
▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡st t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs i, j t❡❧s q✉❡ 1 ≤ i < j ≤ n✱
♦♥ ❛ ✿
Yi −→ Yj
▲❡s m ✈♦t❛♥ts s♦♥t ❞é✜♥✐s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝❧❛✉s❡s✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛✉s❡ Ci✱ ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s ✉♥
✈♦t❛♥t i✳ ◆♦t♦♥s j ❡t j′✱ ❧❡s ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs t❡❧s q✉❡ xj ∈ Ci✱ xj′ ∈ Ci ❡t j < j′✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ ✈♦t❡
Pi ❛ss♦❝✐é ❛✉ ✈♦t❛♥t i ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
• ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ℓ✱ 1 ≤ ℓ ≤ n t❡❧ q✉❡ ℓ 6= j′✱ ❧❡ ✈♦t❛♥t i ❛♣♣r♦✉✈❡ yℓ ❡t y¯ℓ✱
• ❡t ♣♦✉r j′✱ ♦♥ ❛ yj : yj′ , y¯j′ ✱ ❡t y¯j : yj′ ✳
❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ✈♦t❛♥t i ❛♣♣r♦✉✈❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Yℓ ♣♦✉r ℓ 6= j′✱ ❡t
q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉✬✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ Yj′ à Yj ✱ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t ❧❡ ✈♦t❛♥t à ❛♣♣r♦✉✈❡r yj′ ❡t y¯j′
❧♦rsq✉✬♦♥ ❛ yj ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t yj′ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❛ y¯j ✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣♦s❡ k′ = m− k✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ I ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ I ′ ❡st
✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s X q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t
❛✉ ♠♦✐♥s k ❝❧❛✉s❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
−→
d t❡❧❧❡ q✉❡
∑
i∈M δ(
−→
d , Pi) ≤
m− k✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ I ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡
❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s t❡❧❧❡ q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s k ❝❧❛✉s❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡
❛✛❡❝t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
−→
d ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
−→
d i =
{
yi s✐ xi ❡st ✈r❛✐,
y¯i s✐ xi ❡st ❢❛✉①.
➱t✉❞✐♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞és❛❝❝♦r❞s ❡♥tr❡ ✉♥ ✈♦t❛♥t i ❡t ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
−→
d ♦❜t❡♥✉❡✳ ■❧ ②
❛ ❞❡✉① ❝❛s à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✿
• ❙✐ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ Ci ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s♦✐t xj ❡st ✈r❛✐✱ s♦✐t xj′ ❡st ✈r❛✐✳ ❆✐♥s✐✱
ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Pi✱ ♦♥ ❛ δ(
−→
d , Pi) = 0✳
✶✵✾
✹✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♥♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡s
• ❙✐ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ Ci ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ xj ❡t xj′ s♦♥t ❢❛✉①✳ ❆❧♦rs✱ ét❛♥t
❞♦♥♥é❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Pi✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t δ(
−→
d , Pi) = 1✳
❆✐♥s✐✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐t ❛✉ ♠♦✐♥s k ❝❧❛✉s❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
∑
i∈M δ(
−→
d , Pi) ≤ m−k✳
❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ I ′ ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
−→
d t❡❧❧❡ q✉❡
∑
i∈M δ(
−→
d , Pi) ≤ m− k✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ♥♦✉s ❝ré♦♥s
✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ♣♦✉r I ′ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
xi =
{
✈r❛✐ s✐ yi ∈
−→
d ,
❢❛✉① s✐ y¯i ∈
−→
d .
➱t✉❞✐♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s q✉❡ s❛t✐s❢❛✐t ❝❡tt❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡
−→
d ❡st ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r I ′✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s k ✈♦t❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞és❛❝❝♦r❞s é❣❛❧ à 0 ❛✈❡❝
−→
d ✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ P ✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s k ❝❧❛✉s❡s s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ❉♦♥❝
❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
−→
d ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I✳
❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉r
♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❜✐♥❛✐r❡s ❡t q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡s ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ▲❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞✐✣❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡
❞❡s ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡♣✉✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✈❡rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧
✭▼❆❳ ❙❆❚✮✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s rés♦✉❞r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s
s♦❧✈❡✉rs ❞❡ ▼❆❳ ❙❆❚✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❜✐♥❛✐r❡s✱ ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❛✣♥❡ ♣rés❡r✈❡ ❧❡ r❛t✐♦ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✹ ❞❡ 4.34/(m + 4.34) ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r
▼❆❳ ❙❆❚ ♣❛r ❊s❝♦✣❡r ❡t P❛s❝❤♦s ✭✷✵✵✼✮✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♣♦rt❛♥t s✉r m
✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ G✱ ▼✐♥✐s✉♠ ❈♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st
❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ r❛t✐♦ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ 4.34/(m′ + 4.34)✱ ♦ù m′ =
n ·
∑m
j=1 2
|ParG(Yj)|✳
Pr❡✉✈❡✳ ❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ▼✐♥✐s✉♠
❈♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✈❡rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ▼❆❳ ❙❆❚✳
❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ▼✐♥✐s✉♠ ❈♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ m ✈❛r✐❛❜❧❡s
Y = {Y1, . . . , Ym}✱ s✉♣♣♦sé❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ n ✈♦t❛♥ts N = {1, . . . , n} ❡t ✉♥
♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ P ✱ ❢♦♥❞é s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞és❛❝❝♦r❞s ❛✈❡❝
❧❡ ♣r♦✜❧ P ✳
✹✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ I✱ ❧❡ r❛t✐♦ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ✏❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡ ❧❛ ♣✐r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ I ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ I✑✱ ❊s❝♦✣❡r ❡t P❛s❝❤♦s ✭✷✵✵✼✮✳
✶✶✵
✹✳✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥♦♥✲séq✉❡♥t✐❡❧
❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ▼❆❳ ❙❆❚ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ X ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❡t ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ C ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s s❛t✐s❢❛✐t❡s✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ❞❡ ▼✐♥✐s✉♠ ❈♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
m ✈❛r✐❛❜❧❡s Y = {y1, . . . , ym} ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ n ✈♦t❛♥ts N = {1, . . . , n}✱ ❡t ✉♥ ♣r♦✜❧
❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s P ✳ ◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ′ ❞❡ ▼❆❳ ❙❆❚ ❝♦♠♠❡
s✉✐t✳ ◆♦✉s ❝ré♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ m ✈❛r✐❛❜❧❡s X = {X1, . . . , Xm} ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ m′
❝❧❛✉s❡s C = {C1, . . . , Cm′}✱ ♦ù m′ = n ·
∑m
j=1 2
|ParG(Yj)|✳ ▲❡s ❝❧❛✉s❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s à ♣❛rt✐r
❞❡s ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ Pi✱ ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s CPi ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Yj ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
−→u ∈ ParG(Yj)✱ ♥♦✉s
❛❥♦✉t♦♥s ✉♥❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿


∨
z∈−→u z¯ ∨ yj s✐
−→u : xi ∈ Pi,∨
z∈−→u z¯ ∨ y¯j s✐
−→u : x¯i ∈ Pi,∨
z∈−→u z¯ ∨ yj ∨ y¯j s✐
−→u : xi, x¯i ∈ Pi.
❈❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
∧
z∈−→u z → yj ✱∧
z∈−→u z → y¯j ❡t
∧
z∈−→u z → yj ∨ y¯j ✳
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ▼❆❳ ❙❆❚✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s é❣❛❧
à n ·
∑m
j=1 2
|ParG(Yj)|✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
−→
d ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I ❛✈❡❝
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞és❛❝❝♦r❞s é❣❛❧ à α s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥❝❡
I ′ q✉✐ ✈ér✐✜❡ m′ − α ❝❧❛✉s❡s✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
−→
d ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I
❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞és❛❝❝♦r❞s é❣❛❧ à α✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s
✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r I ′ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
xi =
{
✈r❛✐ s✐ yi ∈
−→
d ,
❢❛✉① s✐ y¯i ∈
−→
d .
➱t✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ✈ér✐✜é❡s ♣❛r ❝❡tt❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡s ❝❧❛✉s❡s✱ ♣♦✉r t♦✉t ✈♦t❡ Pi✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t δ(
−→
d , Pi) = ℓ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❧❛✉s❡s ♥♦♥ ✈ér✐✜é❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ CPi ❡st é❣❛❧ à ℓ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ♥♦♥ ✈ér✐✜é❡s
♣❛r ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ❡st é❣❛❧ à
∑
i∈N δ(
−→
d , Pi)✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s
✈ér✐✜é❡s ❡st ❞❡ m′ −
∑
i∈N δ(
−→
d , Pi)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ m′ − α✳
■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ✈ér✐✜❛♥t m′ − α ❝❧❛✉s❡s✳ ➚ ♣❛rt✐r
❞❡ ❝❡tt❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s X✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
−→
d ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥❝❡
I ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✶✶✶
✹✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♥♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡s
−→
d i =
{
yi s✐ xi ❡st ✈r❛✐,
y¯i s✐ xi ❡st ❢❛✉①.
❆✈❡❝ ✉♥❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
−→
d ♦❜t❡♥✉❡ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡∑
i∈N δ(
−→
d , Pi) = α✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ét✉❞✐♦♥s ❧❡s r❛t✐♦s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s✳
❉é✜♥✐ss♦♥s OPT (I)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ω(I)✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❧❛ ♣✐r❡✱ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I✱ ❡t ♥♦t♦♥s v(S, I) ❧❡ s❝♦r❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ S ❞❡ I✳ ◆♦✉s
s❛✈♦♥s q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
−→
d ♣♦✉r I ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞és❛❣ré♠❡♥ts α✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ X ♣♦✉r I ′ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❛✉ ♠♦✐♥s m′ − α ❝❧❛✉s❡s✳ ❆❧♦rs✱ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡
ré❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
OPT (I ′) = m′ −OPT (I)
ω(I ′) = m′ − ω(I)
v(S′, I ′) = m′ − v(S, I)
❉❛♥s ❊s❝♦✣❡r ❡t P❛s❝❤♦s ✭✷✵✵✼✮✱ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ r❛t✐♦ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡
♣♦✉r ▼❆❳ ❙❆❚ ❡st 4.34/(m′+4.34)✱ ♦ù m′ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥
♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ S′ ♣♦✉r I ′ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
v(S′, I ′)− ω(I ′)
OPT (I ′)− ω(I ′)
≥
4.34
m′ + 4.34
❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
ω(I)− v(S, I)
ω(I)−OPT (I)
≥
4.34
m′ + 4.34
❛✈❡❝ m′ = n ·
∑m
j=1 2
|ParG(Yj)|✳
❊♥ rés✉♠é✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ♠♦♥tré
◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t ♣♦s✐t✐❢ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s rés♦✉❞r❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ▼✐♥✐♠❛① ❈♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s
s♦❧✈❡✉rs ❡①✐st❛♥ts ♣♦✉r ▼❆❳ ❙❆❚✳
✹✳✸✳✷ Pr♦①✐♠✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ♠✐♥✐♠❛① ❡t ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❞❡ ♠✐♥✐♠❛①
❡t ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧❡r♦♥s ❧❡ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✉♥❡
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐♠❛①✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱
X × Y ✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ X → Y ✱ ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s P ❡t n ✈♦t❛♥ts✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ (x1y1) ❡st ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐♠❛①✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
✶✶✷
✹✳✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥♦♥✲séq✉❡♥t✐❡❧
• s✐ minimax((x1y1), P ) = 0✱ ❛❧♦rs ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ❡st s❛t✐s❢❛✐t ♣❛r x1
❡t ♣❛r x1 : y1✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❞❡ (x1y1) ❡st é❣❛❧ à 0✳
• s✐ minimax((x1y1), P ) = 1✱ ❛❧♦rs ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ✈♦t❛♥t q✉✐
♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t ♣❛r x1 ♦✉ ♣❛r x1 : y1 ❡t ✐❧ ♥✬❡♥ ❡①✐st❡ ♣❛s q✉✐ ♥❡ s♦✐t ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t
♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s 1 ≤ minisum((x1y1), P ) ≤ n✳
• s✐minimax((x1y1), P ) = 2✱ ❛❧♦rs ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ✈♦t❛♥t q✉✐ ♥✬❡st
s❛t✐s❢❛✐t ♥✐ ♣❛r x1✱ ♥✐ ♣❛r x1 : y1✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ 2 ≤ minisum((x1y1), P ) ≤ 2 · n✳
❊♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ p ❞♦♠❛✐♥❡s Di✱ ❛✈❡❝ |Di| = αi✱
i = 1 . . . p✱ ✉♥ ♣r♦✜❧ P ❡t n ✈♦t❛♥ts✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
−→
d ✱ s✐minimax(
−→
d , P ) = β✱
♣♦✉r 0 ≤ β ≤ p✱ ❛❧♦rs β ≤ minisum(
−→
d , P ) ≤ β · n✳
Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ p ❞♦♠❛✐♥❡s Di✱ ❛✈❡❝ |Di| = αi✱ i = 1 . . . p✱
✉♥ ♣r♦✜❧ P ❡t n ✈♦t❛♥ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿
X1 −→ X2 −→ . . . −→ Xp
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (x11x
2
1 . . . x
p
1) ❡st ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐♠❛①✳ ❆❧♦rs✱ s✐ ♦♥ ❛
minimax((x11x
2
1 . . . x
p
1), P ) = β
❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ✈♦t❛♥t q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t ♣❛r β é❧é♠❡♥ts ❞❡
{x11, x
1
1 : x
2
1, . . . , x
1
1x
2
1 . . . : x
p
1}✱ ❡t ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡♥ ❞és❛❝❝♦r❞ s✉r ♣❧✉s ❞❡ β
é❧é♠❡♥ts ❞❡ {x11, x
1
1 : x
2
1, . . . , x
1
1x
2
1 . . . : x
p
1}✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
β ≤ minisum((x11x
2
1 . . . x
p
1), P ) ≤ β · n
❈❡ rés✉❧t❛t ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐♠❛① ❛✈❡❝ ✉♥ s❝♦r❡ β ♣♦ssè❞❡
❛✉ ♣✐r❡ ✉♥ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ é❣❛❧ à β · n✱ ❡t q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r
♠✐♥✐s✉♠ ❛✈❡❝ ✉♥ s❝♦r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à β ✭s✐♥♦♥ ❝❡tt❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✉r❛✐t ✉♥ s❝♦r❡ ♠✐♥✐♠❛①
✐♥❢ér✐❡✉r à β✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ r❛t✐♦ ♠❛①✐♠❛❧ t❤é♦r✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s❝♦r❡s ♠✐♥✐s✉♠ ❞✬✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐♠❛① ❡t ❞✬✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ ❡st é❣❛❧ à n✳ ❈❡
r❛t✐♦ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❛tt❡✐♥t ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ p ❞♦♠❛✐♥❡s Di✱ ❛✈❡❝ |Di| = αi ♣♦✉r
i = 1 . . . p✱ ✉♥ ♣r♦✜❧ P ❡t n ✈♦t❛♥ts✱ ❧❡ r❛t✐♦ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡s s❝♦r❡s ♠✐♥✐s✉♠ ❞✬✉♥❡ ❛❧✲
t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐♠❛① ❡t ❞✬✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ ❡st é❣❛❧ à
n✳
✶✶✸
✹✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♥♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡s
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡ r❛t✐♦ ❛♥♥♦♥❝é ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t✳ ▼❛✐♥✲
t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡ r❛t✐♦ ❡st ❛tt❡✐♥t s✐ q✉❡ β ≤ p/2✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ p ❞♦♠❛✐♥❡s Di✱ ❛✈❡❝ |Di| = αi✱ i = 1 . . . p✱ ✉♥
♣r♦✜❧ P ❡t n ✈♦t❛♥ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿
X1 −→ X2 −→ . . . −→ Xp
▲❡s ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s P ❞❡s ✈♦t❛♥ts s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
• (n− 1) ✈♦t❛♥ts ❛♣♣r♦✉✈❡♥t ❧❡s 2❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ t♦✉t ❞♦♠❛✐♥❡ Di ♣♦✉r i = 1 . . . β✳ P♦✉r
i = β+1 . . . p✱ ❝❡s ✈♦t❛♥ts ❛♣♣r♦✉✈❡♥t ❧❡s 1r❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ t♦✉t ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡①❝❡♣té q✉❛♥❞
❡❧❧❡s s♦♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡s s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s 2❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❞❛♥s
❝❡ ❝❛s✱ ✐❧s ❛♣♣r♦✉✈❡♥t ❧❡s 2❡s ✈❛❧❡✉rs✳
• 1 ✈♦t❛♥t ❛♣♣r♦✉✈❡ ❧❡s 1r❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ t♦✉t ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♣♦✉r i = 1 . . . β✳ ❊t✱ ♣♦✉r
i = β + 1 . . . p− β✱ ❝❡ ✈♦t❛♥t ❛♣♣r♦✉✈❡ ❧❡s 1r❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ t♦✉t ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡①❝❡♣té q✉❛♥❞
❡❧❧❡s s♦♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡s s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s 2❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❞❛♥s
❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❛♣♣r♦✉✈❡ ❧❡s 2❡s ✈❛❧❡✉rs✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r i = p − β + 1 . . . p✱ ❝❡ ✈♦t❛♥t
❛♣♣r♦✉✈❡ ❧❡s 2❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ t♦✉t ❞♦♠❛✐♥❡ Di✳
❈❡s ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t rés✉♠é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ✿
n− 1 1
x12 x
1
1
x11 : x
2
2 x
1
1 : x
2
1
x12 : x
2
2 x
1
2 : x
2
1
✳✳✳
✳✳✳
x1α1 : x
2
2 x
1
α1 : x
2
1
✳✳✳
✳✳✳
x11x
2
1 . . . x
β
1 : x
β+1
1 x
1
1x
2
1 . . . x
β
1 : x
β+1
1
x12x
2
2 . . . x
β
2 : x
β+1
2 x
1
2x
2
2 . . . x
β
2 : x
β+1
2
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳ x11x
2
1 . . . x
p−β
1 : x
p−β+1
2
✳✳✳ x12x
2
2 . . . x
p−β
2 : x
p−β+1
2
✳✳✳
✳✳✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ✈♦t❛♥t q✉✐ ❛♣♣r♦✉✈❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ s♦✐t ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ 1 ♦✉ 2✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦✉r ♠✐♥✐♠❛① ❡t
♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs q✉✐ ❞✐✛èr❡♥t ❞❡ 1 ♦✉ 2✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❡✉① ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s −→v = (x11x
2
1 . . . x
p
1) ❡t
−→w = (x12x
2
2 . . . x
p
2)✳
▲❡✉rs s❝♦r❡s s♦♥t rés✉♠és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ✿
✶✶✹
✹✳✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥♦♥✲séq✉❡♥t✐❡❧
minimax minisum
−→v β β · n
−→w β β
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s −→v ❡t −→w s♦♥t ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✈❛✐♥✲
q✉❡✉rs r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ♠✐♥✐♠❛① ❡t ♠✐♥✐s✉♠✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♣r♦✉✈♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s
❞✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s❝♦r❡ ♠✐♥✐♠❛① str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ β✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ −→y t❡❧❧❡ q✉❡ minimax(−→y , P ) < β✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞és❛❝❝♦r❞s ❡♥tr❡ −→y ❡t ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ❞♦✐t êtr❡ str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à β✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ✈♦t❛♥t ✐s♦❧é✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✿
|{i|i ≤ β,−→y i = x
i
2}|+ |{i|i ≥ p− β + 1,
−→y i = x
i
1}| < β. ✭✹✳✶✮
❊t✱ ❛✈❡❝ ❧❡s n− 1 ✈♦t❛♥ts✱ s✐ −→y ♥✬❡st ♣❛s é❣❛❧ à (x12x
2
2 . . . x
p
2)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿
|{i|i ≤ β,−→y i = x
i
1}|+ |{i|i ≥ p− β + 1,
−→y i = x
i
2}| < β ✭✹✳✷✮
❙✐ −→y ❡st é❣❛❧ à (x12x
2
2 . . . p2) ❛❧♦rs s♦♥ s❝♦r❡ ♠✐♥✐♠❛① ♠❛①✐♠❛❧ ❡st é❣❛❧ à β✳ ❆✐♥s✐✱
s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ −→y ♥✬❡st ♣❛s é❣❛❧ à (x12x
2
2 . . . x
p
2)✳ ▲✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
−→y ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❞❡✉①
éq✉❛t✐♦♥s ✹✳✶ ❡t ✹✳✷✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛✈❡❝ ✉♥
s❝♦r❡ ♠✐♥✐♠❛① str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à β✳
❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ −→v ❡st ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐♠❛①✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡
❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦ s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✈❡❝
✉♥ s❝♦r❡ ♠✐♥✐♠❛① ✐♥❢ér✐❡✉r à β✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✱ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s
❞✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ✐♥❢ér✐❡✉r à β✳ ❆✐♥s✐✱ −→w ❡st ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r
♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦ ❡♥ s❛ ❢❛✈❡✉r s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡
r❛t✐♦ ❞❡ n ❡st ❛tt❡✐♥t✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡
♠✐♥✐s✉♠ ❡t ❞❡ ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✈❛✐♥q✉❡✉rs t♦t❛❧❡♠❡♥t
❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡ r❛t✐♦ ❡♥tr❡ ❧❡s s❝♦r❡s ♠✐♥✐s✉♠ ❞❡ ❝❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r
❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st ❣r❛♥❞✱ ♣❧✉s ❧✬é❝❛rt ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡
✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐♠❛① ❡t ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ ❡st
é❧❡✈é✳
❊♥ rés✉♠é✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣r♦✜❧s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♠✐✲
♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞é❜♦✉❝❤❡♥t s✉r ❞❡s ✐ss✉❡s t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦♣♣♦sé❡s✱ ❡t q✉❡✱
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡ r❛t✐♦ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡s s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❞✬✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r
♠✐♥✐♠❛① ❡t ❞✬✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ ❡st é❣❛❧ à n✳
✹✳✸✳✸ Pr♦♣r✐étés ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡s
P♦✉rs✉✐✈♦♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡s q✉✬❡❧❧❡s ✈é✲
r✐✜❡♥t ♦✉ q✉✬❡❧❧❡s ✈✐♦❧❡♥t✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❛❞❛♣té❡s ❛✉① rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs
✶✶✺
✹✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♥♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡s
♠✉❧t✐♣❧❡s s♦♥t é♥♦♥❝é❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✻✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ ❝❡s ♣r♦✲
♣r✐étés ♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❛❞❛♣té❡s✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t é♥♦♥❝é❡s ♣♦✉r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡
✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ r✱ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡t rés♦❧✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
q✉❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts s♦♥t δ✲❝♦❤ér❡♥t❡s✳
❆♥♦♥②♠❛t P♦✉r t♦✉t ♣r♦✜❧ P ❡t t♦✉t❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈♦t❡s σ✱ r(P ) = r(σ(P ))✳
❈♦♥s✐st❛♥❝❡ P♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ♣r♦✜❧s ❞✐s❥♦✐♥ts ✭❞♦♥♥és ♣❛r ❞❡✉① é❧❡❝t♦r❛ts ❞✐s❥♦✐♥ts✮
P ❡t P ′✱ s✐ r(P ) = r(P ′)✱ ❛❧♦rs r(P ∪ P ′) = r(P ) = r(P ′)✳
P❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ P♦✉r t♦✉t ♣r♦✜❧ P ❡t t♦✉t ✈♦t❛♥t i /∈ N ✱ r(P ∪ vi) ≻i r(P )✱ ♦ù ≻i s♦♥t ❞❡s
♣ré❢ér❡♥❝❡s δ✲❝♦❤ér❡♥t❡s✳
▼♦♥♦t♦♥✐❡ P♦✉r t♦✉t ♣r♦✜❧ P ✱ t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xi ❡t t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ai ∈ Di✱ s✐ ai ∈ r(P )✱
❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ♣r♦✜❧ P ′ ♦❜t❡♥✉ ❞❡♣✉✐s P ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts q✉✐ ❛♣✲
♣r♦✉✈❡♥t ai ❞✬✉♥❡ ✉♥✐té✱ ♦♥ ❛ s♦✐t ai ∈ r(P ′) = r(P ) ✭♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❢♦rt❡✮ ♦✉ ai ∈ r(P ′)
✭♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❢❛✐❜❧❡✮✳
❘és✐st❛♥❝❡ ❛✉① ❝❧♦♥❡s ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣r♦✜❧ P s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ p ✈❛r✐❛❜❧❡s
Xi ♣♦✉r i = 1 . . . p ❡t ❧❡ ♣r♦✜❧ P ′ ❞ér✐✈é ✺ ❞❡ P s✉r D′✱ ♦ù D′ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡s p
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ D t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xi✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ ❝❧♦♥❡ a′ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r a
q✉❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ Xi✳ ▲❛ rè❣❧❡ r ❡st rés✐st❛♥t❡ ❛✉① ❝❧♦♥❡s s✐ a /∈ r(P )✱ ❛❧♦rs a /∈ r(P ′)
❡t a′ /∈ r(P ′) ❀ ❡t s✐ a ∈ r(P ) ❛❧♦rs a ∈ r(P ′) ♦✉ a′ /∈ r(P ′)✳
❈❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t é♥♦♥❝é❡s ♣♦✉r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡s rés♦❧✉❡s✱ ♠❛✐s ❝❡rt❛✐♥❡s ❞✬❡♥tr❡
❡❧❧❡s s✬❛❞❛♣t❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡s rè❣❧❡s ✐rrés♦❧✉❡s✳ ◆♦✉s ❡♥ ét✉❞✐♦♥s
❞❡✉① q✉✐ s♦♥t é♥♦♥❝é❡s ♣♦✉r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ r✱ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s
❡t ✐rrés♦❧✉❡✳
❈♦♥s✐st❛♥❝❡ ✐rrés♦❧✉❡ P♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ♣r♦✜❧s ❞✐s❥♦✐♥ts ✭❞♦♥♥és ♣❛r ❞❡✉① é❧❡❝t♦r❛ts
❞✐s❥♦✐♥ts✮ P ❡t P ′✱ s✐ r(P )∩r(P ′) 6= ∅✱ ❛❧♦rs s♦✐t r(P )∩r(P ′) = r(P ∪P ′) ✭❝♦♥s✐st❛♥❝❡
❢♦rt❡✮✱ s♦✐t r(P ) ∩ r(P ′) ⊆ r(P ∪ P ′) ✭❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡✮✳
E✲♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ P♦✉r t♦✉t ♣r♦✜❧ P ✱ t♦✉t ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ E✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ✈♦t❛♥t
i /∈ N t❡❧ q✉❡ r(P ) ≻Ei r(P ∪ {vi})✱ ♦ù ≻
E
i ❡st ❞é❞✉✐t ❞❡ ≻i ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ E ✻✳
❆✈❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❝✐té❡s✱ r❛♣♣❡❧♦♥s
q✉✬❡❧❧❡s ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛① ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s
❞❡ ❝♦♠✐tés✳ ❆✐♥s✐✱ ❧♦rsq✉❡ ♠✐♥✐s✉♠ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛①✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ✉♥❡
♣r♦♣r✐été ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡✱ ♠✐♥✐s✉♠ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛①✮ ✈ér✐✜❡ ❛✉ss✐ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳
✺✳ P ′ ❡st ❞ér✐✈é à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ✈♦t❛♥ts✳ ❙❛♥s r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉✬✉♥ ✈♦t❛♥t ❛♣♣r♦✉✈❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r a ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xi ❞❛♥s P s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❛♣♣r♦✉✈❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs a ❡t a′ ❞❡ Xi ❞❛♥s P ′✳
✻✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✳❜✳
✶✶✻
✹✳✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥♦♥✲séq✉❡♥t✐❡❧
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧♦rsq✉❡ ♠✐♥✐s✉♠ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛①✮ ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❛❧♦rs
♠✐♥✐s✉♠ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛①✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥❡ ❧❛ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ét✉❞✐❡r ❧✬❛♥♦♥②♠❛t✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳ ▼✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✈ér✐✜❡♥t ❧✬❛♥♦♥②♠❛t✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞✐r❡❝t❡✳
❇✐❡♥ sûr✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛① s♦♥t ❛✉ss✐ ❛♥♦♥②♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s
é❧❡❝t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ P❛ss♦♥s à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳ ▼✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ s✐ T ❡st ✉♥
♦r❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r D✳
Pr❡✉✈❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠✳ ❙♦✐❡♥t P ❡t P ′ ❞❡✉① ♣r♦✜❧s t❡❧s q✉❡
minisum(P ) = minisum(P ′) =
−→
d∗✳ ◆♦t♦♥s q✉❡✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱
♦♥ ❛ minisum(
−→
d , P ∪ P ′) = minisum(
−→
d , P ) +minisum(
−→
d , P ′)✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
−→
d ∈ D✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
−→
d ∈ D t❡❧ q✉❡
−→
d 6=
−→
d ∗ ❡t
−→
d = minisum(P ∪ P ′)✳ ❉❡✉①
❝❛s s♦♥t ❛❧♦rs à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✿
• ❙♦✐t minisum(
−→
d , P ) < minisum(
−→
d∗, P ) ♦✉ minisum(
−→
d , P ′) < minisum(
−→
d∗, P
′)✳
❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❝❡❧❛ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡
−→
d ∗✳
• ❙♦✐t minisum(
−→
d , P ) = minisum(
−→
d∗, P
′) ❡t minisum(
−→
d , P ′) = minisum(
−→
d∗, P
′)✳
❆❧♦rs✱ ♣✉✐sq✉❡
−→
d ∗ ❡st ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r P ❡t ♣♦✉r P ′✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
−→
d∗ ≻T
−→
d ✳ ❆✐♥s✐
−→
d
♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r P ∪ P ′✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠✐♥✐♠❛① ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❙♦✐❡♥t P
❡t P ′ ❞❡✉① ♣r♦✜❧s t❡❧s q✉❡ minimax(P ) = minimax(P ′) =
−→
d∗✳ ◆♦t♦♥s ❝❡tt❡ ❢♦✐s q✉❡✱ ♣❛r
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
−→
d ∈ D✱ ♦♥ ❛ ✿
minimax(
−→
d , P ∪ P ′) = max{minimax(
−→
d , P );minimax(
−→
d , P ′)}
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
−→
d ∈ D t❡❧ q✉❡
−→
d 6=
−→
d ∗ ❡t
−→
d = minimax(P ∪ P ′)✳ ❉❡✉① ❝❛s s♦♥t
❛❧♦rs à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✿
• ❙♦✐t minimax(
−→
d , P ) < minimax(
−→
d∗, P ) ♦✉ minimax(
−→
d , P ′) < minimax(
−→
d∗, P )✱
♠❛✐s ❝❡❧❛ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡
−→
d ∗✳
• ❙♦✐t minimax(
−→
d , P ) = minimax(
−→
d∗, P ) ♦✉ minimax(
−→
d , P ′) = minimax(
−→
d∗, P
′)✳
▼❛✐s ♣✉✐sq✉❡
−→
d ∗ ❡st ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r P ❡t ♣♦✉r P ′✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
−→
d∗ ≻T
−→
d ✳ ❆✐♥s✐
−→
d
♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r P ∪ P ′✳
✶✶✼
✹✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♥♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡s
❈❡ rés✉❧t❛t ♣♦s✐t✐❢ s✬ét❡♥❞ ❞♦♥❝ à ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛①✱ ❡t ❝❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s ✈ér✐✜❡♥t ❞♦♥❝
❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ rés♦❧✉❡✳ P♦✉r ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ✐rrés♦❧✉❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛t ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✳ ▼✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ✐rrés♦❧✉❡ ❢♦rt❡✳
Pr❡✉✈❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ✐rrés♦❧✉❡✳
❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♣r♦✜❧s ❞✐s❥♦✐♥ts P ❡t P ′✱ t❡❧s q✉❡ minisum(P )∩minisum(P ′) 6= ∅✱ ❡t
minisum(P ∪ P ′) 6= minisum(P ) ∩minisum(P ′)✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ −→y t❡❧❧❡ q✉❡ −→y /∈ minisum(P ) ♠❛✐s −→y ∈ minisum(P ∪ P ′)✳ P✉✐sq✉❡
−→y ∈ minisum(P ∪ P ′)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t −→x ∈ minisum(P ) ∩minisum(P ′)✱ ❧❡
s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❞❡ −→y ❞❛♥s P ∪P ′ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ ❛✉ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❞❡ −→x ❞❛♥s P ∪P ′ ✿
minisum(−→y , P ∪ P ′) ≤ minisum(−→x , P ∪ P ′)
❊t ♣✉✐sq✉❡−→y /∈ minisum(P )✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t−→x ∈ minisum(P )∩minisum(P ′)✱
❧❡ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❞❡ −→y ❞❛♥s P ❡st str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❞❡ −→x ❞❛♥s P ✿
minisum(−→y , P ) > minisum(−→x , P ).
❖r✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ minisum(
−→
d , P ∪ P ′) = minisum(
−→
d , P ) + minisum(
−→
d , P ′)✱ ♣♦✉r
t♦✉t❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
−→
d ∈ D✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✿
minisum(−→y , P ′) < minisum(−→x , P ′),
❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t −→x ∈ minisum(P ′)✱ ❡t ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ −→x ∈ minisum(P ) ∩minisum(P ′)✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❝❡ rés✉❧t❛t s✬ét❡♥❞ ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t
♥é❣❛t✐❢ ♣♦✉r ♠✐♥✐♠❛① q✉✐ s✬ét❡♥❞ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻✳ ▼✐♥✐♠❛① ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ✐rrés♦❧✉❡ ❢♦rt❡✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ✈♦t❛♥ts
N = {1, 2, 3, 4} ❡t tr♦✐s ❝❛♥❞✐❞❛ts X = {x1, x2, x3}✳ ▲❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts s♦♥t ❧❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
P1 : (101)
P2 : (001)
P3 : (110)
P4 : (001)
▼❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ♣r♦✜❧s ❞❡ ✈♦t❡ P = {P1, P2} ❡t P ′ = {P3, P4}✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉
s✉✐✈❛♥t rés✉♠❡ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❡t ❧❡s s❝♦r❡s ♠✐♥✐♠❛① ❞❡s ❝♦♠✐tés ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦✜❧s
P ✱ P ′ ❡t P ∪ P ′✳
✶✶✽
✹✳✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥♦♥✲séq✉❡♥t✐❡❧
H(c, Pi) 1 2 3 4 maxP maxP ′ maxP∪P ′
000 2 1 2 1 2 2 2
001 1 0 3 0 1 3 3
010 3 2 1 2 3 2 3
011 2 1 2 1 2 2 2
100 1 2 1 2 2 2 2
101 0 1 2 1 1 2 2
110 2 3 0 3 3 3 3
111 1 2 1 2 2 2 2
❆❧♦rs✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s minimax(P ) ∩minimax(P ′) = {(101)}✱ ♠❛✐s ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s minimax(P ∪ P ′) = {(000), (011), (100), (101), (111)}✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❞♦♥❝ ❧❛
❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ✐rrés♦❧✉❡ ❢♦rt❡✳
❆✐♥s✐✱ ♠✐♥✐♠❛① ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ✐rrés♦❧✉❡✱ ❝❡❧❛ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té
❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❈❡ rés✉❧t❛t s✬ét❡♥❞ ❛❧♦rs à ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ✐rrés♦❧✉❡
❢❛✐❜❧❡✱ ❝❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❛ ✈ér✐✜❡ ❛✉ss✐✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✼✳ ▼✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ✐rrés♦❧✉❡ ❢❛✐❜❧❡✳
Pr❡✉✈❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ✐rrés♦❧✉❡
❢❛✐❜❧❡✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♣r♦✜❧s ❞✐s❥♦✐♥ts P ❡t P ′✱ t❡❧s q✉❡minimax(P )∩minimax(P ′) 6=
∅✱ ❡t minimax(P )∩minimax(P ′) * minimax(P ∪P ′)✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❝♦♥s✐❞é✲
r♦♥s ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡−→y t❡❧❧❡ q✉❡−→y ∈ minimax(P )∩minimax(P ′)♠❛✐s−→y /∈ minimax(P∪
P ′)✳ P✉✐sq✉❡ −→y /∈ minimax(P ∪P ′)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t −→x ∈ minimax(P ∪P ′)✱ ❧❡
s❝♦r❡ ♠✐♥✐♠❛① ❞❡ −→y ❞❛♥s P ∪ P ′ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ s❝♦r❡ ♠✐♥✐♠❛① ❞❡ −→x ❞❛♥s
P ∪ P ′ ✿
minimax(−→y , P ∪ P ′) > minimax(−→x , P ∪ P ′)
❊t ♣✉✐sq✉❡ −→y ∈ minimax(P ) ∩ minimax(P ′)✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t −→x ✱ ❧❡ s❝♦r❡
♠✐♥✐♠❛① ❞❡ −→y ❞❛♥s P ❡t ❞❛♥s P ′ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ ❛✉ s❝♦r❡ ♠✐♥✐♠❛① ❞❡ −→x ❞❛♥s P ❡t
❞❛♥s P ′ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
minimax(−→y , P ) ≤ minimax(−→x , P ),
minimax(−→y , P ′) ≤ minimax(−→x , P ′).
❖r✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ minimax(
−→
d , P ∪P ′) = maxminimax(
−→
d , P );minimax(
−→
d , P ′)✱ ♣♦✉r
t♦✉t❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
−→
d ∈ D✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✿
minimax(−→y , P ∪ P ′) ≤ minimax(−→x , P ∪ P ′),
❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
➱t✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ s✬❛♣✲
♣✉✐❡ ❢♦rt❡♠❡♥t s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s δ✲❝♦❤ér❡♥t❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts✳
✶✶✾
✹✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♥♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡s
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✽✳ ▼✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✳
Pr❡✉✈❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❧❛ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✱ ❛❧♦rs ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ♣r♦✜❧ P ❡t ✉♥ ✈♦t❛♥t i /∈ N t❡❧s q✉❡ minisum(P ) ≻i minisum(P ∪{vi})✳ ◆♦t♦♥s
−→
d = minisum(P ) ❡t
−→
f = minisum(P ∪ {vi})✳ ❆❧♦rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
minisum(
−→
d , P ∪ {vi}) ≥ minisum(
−→
f , P ∪ {vi})
▼❛✐s ♣✉✐sq✉❡
−→
d ≻i
−→
f ✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉✬❡♥ ♣❛ss❛♥t ❞❡ P ∪ {v} à P ✱ ❧❡ s❝♦r❡ ❞❡ −→v ❞✐♠✐♥✉❡
str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦✐♥s q✉❡ ❧❡ s❝♦r❡ ❞❡
−→
f ✭❝❛r ≻i ❡st s✉♣♣♦sé❡ δ✲❝♦❤ér❡♥t❡✮✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
minisum(
−→
d , P ) > minisum(
−→
f , P )✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✾✳ ▼✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡
❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
Pr❡✉✈❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ❧❛ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✱ ♠ê♠❡
❛✈❡❝ ✉♥ ♦r❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ T ❝♦♠♠❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣r♦✜❧ P
❡t ✉♥ ✈♦t❛♥t i /∈ N t❡❧s q✉❡ minimax(P ) ≻i minimax(P ∪ {vi})✳ ❆✈❡❝
−→
d = minimax(P )
❡t
−→
f = minimax(P ∪ {vi})✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t minimax(
−→
d , P ∪ {vi}) ≥ minimax(
−→
f , P ∪ {vi})✳
❉❡✉① ❝❛s s♦♥t ❛❧♦rs à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✿
• ❙✐ minimax(
−→
d , P ∪ {vi}) > minimax(
−→
f , P ∪ {vi})✱ ❛❧♦rs✱ ♣✉✐sq✉❡
−→
d ≻i
−→
f ✱ ❝❡❧❛
✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ minisum(
−→
d , P ) > minisum(−→w ,P )✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
• ❙✐ minimax(
−→
d , P ∪{vi}) = minimax(
−→
f , P ∪{vi})✱ ❛❧♦rs ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
−→
f ≻T
−→
d
✭❝❛r
−→
f ❡st ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❛♥s P ∪ {vi}✮✳ ❊t ♣✉✐sq✉❡
−→
d ≻i
−→
f ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ ♠✐❡✉①
minimax(
−→
d , P ) = minimax(
−→
f , P )✳ ▼❛✐s ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
−→
f ≻T
−→
d ✱ ♥♦✉s ♦❜t❡✲
♥♦♥s minimax(P ) =
−→
f ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
❈❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ♣♦s✐t✐❢s s✬ét❡♥❞❡♥t à ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛①✳
❉❡ ♣❧✉s✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s δ✲❝♦❤ér❡♥t❡s✱ ✉♥❡ rè❣❧❡ rés♦❧✉❡
q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ✈ér✐✜❡ ❛✉ss✐ ❧❛ ❑❡❧❧②✲♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ✐rrés♦❧✉❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❑❡❧❧②✲♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ rè❣❧❡ ✐rrés♦❧✉❡ r
❛❧♦rs ❝❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ rés♦❧✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡
r✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦ ❛♣♣r♦♣r✐é✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✵✳ ▼✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ❑❡❧❧②✲♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✳
■♥tér❡ss♦♥s✲♥♦✉s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✶✳ ▼✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡
❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
✶✷✵
✹✳✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥♦♥✲séq✉❡♥t✐❡❧
Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣r♦✜❧ P s✉r p ❞♦♠❛✐♥❡s Di ♣♦✉r i = 1 . . . p✱ ❡t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ai ∈ minisum(P ) t❡❧s q✉✬✉♥ ✈♦t❛♥t i ♥✬❛♣♣r♦✉✈❡ ♣❛s ai ét❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣ré❝é❞❛♥t Xi ❞❛♥s minisum(P )✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s P ′ ♦❜t❡♥✉ ❞❡♣✉✐s
P ♠❛✐s ♦ù ❧❡ ✈♦t❛♥t v ❛♣♣r♦✉✈❡ ai ét❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣ré❝é❞❛♥t Xi
❞❛♥s minisum(P )✳ ❆❧♦rs✱ ❞❡ P à P ′✱ ❧❡s s❝♦r❡s ♠✐♥✐s✉♠ ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s s♦♥t tr❛♥s❢♦r♠és
❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
• ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ai ✭ét❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
♣ré❝é❞❛♥t ai ❞❛♥s minisum(P )✮ s♦♥t ❞✐♠✐♥✉és ❞❡ ✶✱
• ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♥❡ ❞✐♠✐♥✉❡♥t ♣❛s✳
❆✐♥s✐✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♦r❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
minisum(P ′) = minisum(P )✳
❆✐♥s✐ ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❧✬❡st
❛✉ss✐✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ é♥♦♥❝❡ q✉❡ ♠✐♥✐♠❛① ♥✬❡st ♣❛s ❢♦rt❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷✳ ▼✐♥✐♠❛① ♥✬❡st ♣❛s ❢♦rt❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr♦✐s ✈♦t❛♥ts
N = {1, 2, 3} ❡t tr♦✐s ❝❛♥❞✐❞❛ts X = {x1, x2, x3}✳ ▲❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts s♦♥t ❧❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
P1 : (101)
P2 : (011)
P3 : (010)
◆♦✉s ❝ré♦♥s ❧❡ ✈♦t❛♥t 1′ à ♣❛rt✐r ❞✉ ✈♦t❛♥t 1 ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t x2 ❛✉ ✈♦t❡ P1✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ P1′ = P1 ∪ {x2}✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣r♦✜❧ P ′ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ P
❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡ ✈♦t❛♥t 1 ♣❛r ❧❡ ✈♦t❛♥t 1′✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t rés✉♠❡ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡
❍❛♠♠✐♥❣ ❡t ❧❡s s❝♦r❡s ♠✐♥✐♠❛① ❞❡s ❝♦♠✐tés ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦✜❧s P ✱ P ′✳
H(c, i) 1 2 3 1′ maxP maxP ′
000 2 2 1 3 2 3
001 1 1 2 2 2 2
010 3 1 0 2 3 2
011 2 0 1 1 2 1
100 1 3 2 2 3 3
101 0 2 3 1 3 3
110 2 2 1 1 2 2
111 1 1 2 0 2 2
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs (110) ∈ minimax(P ) ♠❛✐s (110) /∈ Minimax(P ′)✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛
♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❢♦rt❡✳
✶✷✶
✹✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♥♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡s
▼✐♥✐♠❛① ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❢♦rt❡ ❡t ❞♦♥❝ ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥♦♥ ♣❧✉s✳
❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ✐rrés♦❧✉❡✱ ❝❡❧❛ s❡♠❜❧❡ ❧✐é à ❧❛ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❢❛✐❜❧❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✸✳ ▼✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡
❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣r♦✜❧ P s✉r p ❞♦♠❛✐♥❡s Di ♣♦✉r i = 1 . . . p ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡
✈❛❧❡✉r ai ∈ minimax(P ) t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦t❛♥t v q✉✐ ♥✬❛♣♣r♦✉✈❡ ♣❛s ai ét❛♥t ❞♦♥✲
♥é❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣ré❝é❞❛♥t ai ❞❛♥s minimax(P )✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s P ′
♦❜t❡♥✉ ❞❡♣✉✐s P ♠❛✐s ♦ù ❧❡ ✈♦t❛♥t v ❛♣♣r♦✉✈❡ ai ét❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
♣ré❝é❞❛♥t ai ❞❛♥s minimax(P )✳ ❆❧♦rs✱ ❞❡ P à P ′✱ ❧❡s s❝♦r❡s ♠✐♥✐♠❛① ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s s♦♥t
tr❛♥s❢♦r♠és ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
• ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ai ✭ét❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
♣ré❝é❞❛♥t ai ❞❛♥s minimax(P )✮ ♥✬❛✉❣♠❡♥t❡♥t ♣❛s ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❞✐♠✐♥✉❡r ❞❡ ✶✱
• ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♥❡ ❞✐♠✐♥✉❡♥t ♣❛s ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❞❡ ✶✳
❆✐♥s✐✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♦r❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦✱ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
minimax(P ′) ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ai ∈ minimax(P ′)✳
❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ♣♦s✐t✐❢ ❡st ❛✉ss✐ ✈r❛✐ ♣♦✉r ♠✐♥✐♠❛①✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐♦♥s
❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❛✉① ❝❧♦♥❡s ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛①✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❛✉① ❝❧♦♥❡s
❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ✈♦t❛♥ts ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❝❧♦♥é❡✳ ❙❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ s✐ ✉♥
✈♦t❛♥t ❛♣♣r♦✉✈❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r a ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xi ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦✜❧ ✐♥✐t✐❛❧ P ❛❧♦rs ✐❧ ❛♣♣r♦✉✈❡
a ❡t a′ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦✜❧ P ′ ♦ù ❧❛ ✈❛❧❡✉r a ❛ été ❝❧♦♥é❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r a′ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xi✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✹✳ ▼✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t rés✐st❛♥t❡s ❛✉① ❝❧♦♥❡s✳
Pr❡✉✈❡✳ ❙❛♥s r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t q✉✐ ❛♣♣r♦✉✈❡ ✉♥❡
✈❛❧❡✉r a ♣♦✉r Xi ❞❛♥s P ❛♣♣r♦✉✈❡ ❛✉ss✐ a ❡t s❛ ✈❛❧❡✉r ❝❧♦♥❡ a′ ❞❛♥s P ′✳ ▲❡s s❝♦r❡s ❞❡s
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s q✉✐ ✐♥❝❧✉❡♥t a′ ❞❛♥s P ′ s♦♥t é❣❛✉① ❛✉① s❝♦r❡s ❞❡s ♠ê♠❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♣♦✉r P
❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ a′ ♣❛r a✳ ▲❡s s❝♦r❡s ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♥✬✐♥❝❧✉❛♥t ♣❛s a′ r❡st❡♥t
✐♥❝❤❛♥❣és ❞❡ P à P ′✳ ❈❡s rè❣❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ rés✐st❛♥t❡s ❛✉ ❝❧♦♥❡s✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t s✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
q✉✬✉♥ ✈♦t❛♥t q✉✐ ❛♣♣r♦✉✈❡ a ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à ❛♣♣r♦✉✈❡r a′ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ a✱ ❛❧♦rs ❝❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s
♥❡ s♦♥t ♣❧✉s rés✐st❛♥t❡s ❛✉① ❝❧♦♥❡s✳
✶✷✷
✹✳✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥♦♥✲séq✉❡♥t✐❡❧
✹✳✸✳✹ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❡♥ ❧❛
❝♦♥s✐❞ér❛♥t rés♦❧✉❡ ♣❛r ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦ ♦✉ ✐rrés♦❧✉❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ r❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s
♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts s♦♥t δ✲❝♦❤ér❡♥t❡s✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ♠✐♥✐♠❛① ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡t ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ♠✐♥✐♠❛①
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳
◆♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ♠✐♥✐s✉♠ ♥✬❡st ♣❛s ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠✐tés✳
❈❡ rés✉❧t❛t s✬ét❡♥❞✲✐❧ à ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❄
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ rés♦❧✉❡ ♣❛r ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛r✲
t❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦ T ✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s minisumT conditionnelle✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✺✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣r♦✜❧ P s✉r p ❞♦♠❛✐♥❡s Di t❡❧ q✉❡ |Di| = αi ♣♦✉r
i = 1 . . . p✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t p ≥ 2 ❡t t♦✉t αi ≥ 2, i = 1 . . . p✱ minisumT ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st
♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r p = 2 ❡t α1 = α2 = 2✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡
ét❡♥❞✉ ♣♦✉r t♦✉t p ≥ 2 ❡t t♦✉t αi ≥ 2, i = 1 . . . p✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❞❡ ✈♦t❛♥ts✱ n✱ ❡t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s
❜✐♥❛✐r❡s D = X × Y ✱ ❛✈❡❝ X = {x, x¯} ❡t Y = {y,y¯}✳ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡①
❛❡q✉♦ ❢❛✈♦r✐s❡ (xy) ❢❛❝❡ à (x¯y¯)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❡♥tr❡ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ✿
X −→ Y
▲❡s ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
n/2 n/2− 1 1
x x¯ x¯
x : y x : y x : y, y¯
x¯ : y¯ x¯ : y¯ x¯ : y¯
▲❡s s❝♦r❡s ♠✐♥✐s✉♠ ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ✿
x x¯
y n/2 3 · n/2
y¯ 3 · n/2− 1 n/2
▲❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s (xy) ❡t (x¯y¯) s♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡t ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡
❞é♣❛rt❛❣❡ ❝❤♦✐s✐t (xy)✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❧❡ ✈♦t❛♥t ✐s♦❧é ❝❤❛♥❣❡ s♦♥ ✈♦t❡ ❡t ❞é❝✐❞❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛♣♣r♦✉✈❡r y✱ s❛❝❤❛♥t
q✉❡ x ❡st ❝❤♦✐s✐✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✶✷✸
✹✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♥♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡s
n/2 n/2− 1 1
x x¯ x¯
x : y x : y x : y¯
x¯ : y¯ x¯ : y¯ x¯ : y¯
▲❡s s❝♦r❡s ♠✐♥✐s✉♠ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞♦♥❝ ✿
x x¯
y n/2 + 1 3 · n/2
y¯ 3 · n/2− 1 n/2
▲✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❛❧♦rs x¯y¯ q✉✐ ❡st ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣ré❢éré❡ ❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ✭s❡❧♦♥
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts s♦♥t δ✲❝♦❤ér❡♥t❡s✮✳
❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉ à t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s p ≥ 2✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❢❛❝t✐❝❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s t♦✉s ❧❡s ✈♦t❛♥ts s♦♥t ❞✬❛❝❝♦r❞✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t αi ≥ 2, i = 1 . . . p✳
❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉rs ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✬❛✉❝✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✐rrés♦❧✉❡✳ ▲❡s ♣r✐♥✲
❝✐♣❡s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❝❡tt❡ ét✉❞❡ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✳❜✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡
t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡✱ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❛✈❛♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧t❡r♥❛✲
t✐✈❡s ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡① ❛❡q✉♦ ❡st {(xy), (x¯y¯)}✱ ❡t ❛♣rès ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ {(x¯y¯)}✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❋✐s❤❜✉r♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡
PF ✲♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ PG✲♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
■❧ r❡st❡ à s❛✈♦✐r s✐ ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st PK✲♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐✲
❞ér♦♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✬❛✉❝✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡✱ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ✉♥❡ PK✲♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱
q✉✐ s✬ét❡♥❞ ♣♦✉r t♦✉t p ≥ 3 ❡t t♦✉t αi ≥ 2, i = 1 . . . p✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✻✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣r♦✜❧ P s✉r p ❞♦♠❛✐♥❡s Di t❡❧ q✉❡ |Di| = αi ♣♦✉r
i = 1 . . . p✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t p ≥ 3 ❡t t♦✉t αi ≥ 2, i = 1 . . . p✱ minisum ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st
PK✲♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r p = 3 ❡t α1 = α2 = α3 = 2✱ q✉✐ ♣❡✉t
êtr❡ ét❡♥❞✉ à t♦✉t p ≥ 3 ❡t t♦✉t αi ≥ 2, i = 1 . . . p✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❞❡ ✈♦t❛♥ts✱ n✱ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❜✐♥❛✐r❡s D = {X,Y, Z}✱ ❛✈❡❝ X = {x, x¯} ❡t Y = {y, y¯} ❡t Z = {z, z¯}✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿
X −→ Y −→ Z
▲❡s ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✶✷✹
✹✳✸✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥♦♥✲séq✉❡♥t✐❡❧
n/2− 1 1 n/2− 1 1
x x x¯ x¯
x : y x : y x : y x : y, y¯
x¯ : y¯ x¯ : y x¯ : y¯ x¯ : y¯
xy : z xy : z xy : z xy : z, z¯
xy¯ : z xy¯ : z xy¯ : z xy¯ : z¯
x¯y : z x¯y : z x¯y : z¯ x¯y : z¯
x¯y¯ : z¯ x¯y¯ : z¯ x¯y¯ : z¯ x¯y¯ : z¯
▲❡s s❝♦r❡s ♠✐♥✐s✉♠ ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s s♦♥t ✿
alternative δ
(xyz) n/2
(xyz¯) 3 · n/2− 1
(xy¯z) 3 · n/2
(xy¯z¯) 5 · n/2− 2
(x¯yz) 2 · n
(x¯yz¯) 2 · n− 1
(x¯y¯z) 3 · n/2 + 1
(x¯y¯z¯) n/2 + 1
▲✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ (xyz) ❡st ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ✈♦t❛♥t ❝❤❛♥❣❡ s♦♥ ✈♦t❡ ❡t ❞é❝✐❞❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛♣♣r♦✉✈❡r y s❛❝❤❛♥t
q✉❡ x ❡st ❝❤♦✐s✐✱ ❡t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛♣♣r♦✉✈❡r z s❛❝❤❛♥t q✉❡ xy ❡st ❝❤♦✐s✐✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡s
❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
n/2− 1 1 n/2− 1 1
x x x¯ x¯
x : y x : y x : y x : y¯
x¯ : y¯ x¯ : y x¯ : y¯ x¯ : y¯
xy : z xy : z xy : z xy : z¯
xy¯ : z xy¯ : z xy¯ : z xy¯ : z¯
x¯y : z x¯y : z x¯y : z¯ x¯y : z¯
x¯y¯ : z¯ x¯y¯ : z¯ x¯y¯ : z¯ x¯y¯ : z¯
▲❡s s❝♦r❡s ♠✐♥✐s✉♠ ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✿
✶✷✺
✹✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♥♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡s
alternative δ
(xyz) n/2 + 2
(xyz¯) 3 · n/2
(xy¯z) 3 · n/2
(xy¯z¯) 5 · n/2− 2
(x¯yz) 2 · n
(x¯yz¯) 2 · n− 1
(x¯y¯z) 3 · n/2 + 1
(x¯y¯z¯) n/2 + 1
▲✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❛❧♦rs x¯y¯z¯ q✉✐ ❡st ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣ré❢éré❡ ❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ✭s❡✲
❧♦♥ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts s♦♥t δ✲❝♦❤ér❡♥t❡s✮✱ ❡t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st
ré✉ss✐❡✳
❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉ à t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s p ≥ 3✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❢❛❝t✐❝❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ✈♦t❛♥ts s♦♥t ❞✬❛❝❝♦r❞✱ ❡t t♦✉t αi ≥ 2, i = 1 . . . p✳
▲❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✱ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t rés♦❧✉❡ ♦✉ ✐rrés♦❧✉❡✱
t❛♥❞✐s q✉❡ ♠✐♥✐s✉♠ ♥✬❡st ♣❛s ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ é❧❡❝t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❈❡❧❛
♥✬❡st ♣❛s ét♦♥♥❛♥t ❝❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♠♣❧✐q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✲
♠❡♥t ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
✹✳✸✳✺ ❘és✉♠é
❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱
♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s✱ ❡♥ r❛♣♣❡❧❛♥t
q✉❡ ♠✐♥✐♠❛① ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ❡t ❞♦♥❝ ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❧✬❡st ❛✉ss✐✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s
❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ◆P✲
❞✐✣❝✐❧❡ ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ r❛t✐♦
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
P✉✐s✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s r❡t♦✉r♥é❡s ♣❛r ❝❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s✳ P♦✉r
t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛r❛✐❜❧❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s ♣r♦✜❧s
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t
t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦♣♣♦sé❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❡ r❛t✐♦ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠
❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❡st é❣❛❧ n✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡s ✈ér✐✜é❡s ♦✉ ♥♦♥ ♣❛r ❝❡s rè❣❧❡s✳ ◆♦✉s
♠♦♥tr♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡
♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡❧❧❡ ❞❡ ♠✐♥✐✲
s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♠✐♥✐s✉♠ ♥✬❡st ♣❛s ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐♣✉❧❛❜✐❧✐té ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st q✉❡ ♠✐♥✐s✉♠
✶✷✻
✹✳✹✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ séq✉❡♥t✐❡❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✱ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ rè❣❧❡ rés♦❧✉❡ ♦✉ ✐rrés♦❧✉❡✳
❆✐♥s✐✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡r♠❡t ❛✉① ✈♦t❛♥ts ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❝❡❧❛ ❝ré❡
❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
✹✳✹ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ séq✉❡♥t✐❡❧
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧ ✭❙❈❆❱✮ ❞❛♥s
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s
❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❡♥ ♠❡s✉r❛♥t ❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ s❡s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❞❡s ✐ss✉❡s ✈❛✐♥q✉❡✉rs
♣♦✉r ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧ ❡t ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ♠❛♥✐✲
♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧✳
✹✳✹✳✶ Pr♦①✐♠✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧ ❡t ❞❡
♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦✉r ❙❈❆❱
❡t ♠✐♥✐s✉♠✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧❡r♦♥s ❧❡ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❧❡ ❙❈❆❱✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉①
✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳
❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✽✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s D = X×Y ❡t
X = {x, x¯}✱ Y = {y, y¯}. ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿
X −→ Y
▲❡ ♣r♦✜❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ n+ 1 ✈♦t❛♥ts ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
n/2 + 1 n/2
x x¯
x : y x : y¯
x¯ : y¯ x¯ : y¯
❈❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ❛✉① ❞és❛❝❝♦r❞s s✉✐✈❛♥ts ✿
(xy) (xy¯) (x¯y) (x¯y¯)
n/2 + 1 0 1 2 1
n/2 2 1 1 0
▲❡s s❝♦r❡s ♠✐♥✐s✉♠ ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ✿
x x¯
y n 3n/2 + 2
y¯ n+ 1 n/2 + 1
✶✷✼
✹✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♥♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡s
▲❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ ❡st (x¯y¯) ❛✈❡❝ ✉♥ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❞❡ n/2+1✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡
❧❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❙❈❆❱ ❡st (xy)✱ ❡t ♣♦ssè❞❡ ✉♥ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❞❡ n✳
▲❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ ♣♦✉r ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r
❞❡ ❙❈❆❱ ❡st ❞♦♥❝ 21+2/n ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ 2− o(n)✳
❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡ r❛t✐♦ ❡st ❧❡ r❛t✐♦ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❙❈❆❱ ❡t ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✼✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐✲
♥❛✐r❡s✱ ❧❡ r❛t✐♦ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❞❡ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❙❈❆❱
❡t ❞❡ ❝❡❧❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❡st 2✳
Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s n ✈♦t❛♥ts✱ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s X × Y
❡t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿
X −→ Y
◆♦✉s ❝❤❡r❝❤❡r♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❞✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡
❙❈❆❱✱ ♣✉✐s ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ s❝♦r❡ ❞✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
q✉✬✐❧ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❙❈❆❱✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (xy) ❡st ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❙❈❆❱✱ ❝❤❡r❝❤♦♥s
❛❧♦rs ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r s♦♥ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠✳ P♦✉r q✉❡ (xy) s♦✐t ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡
❙❈❆❱✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ x ❡t (x : y) s♦✐❡♥t ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r ✉♥❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳ ❈❡❧❛
❡♥tr❛î♥❡ ✉♥ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ n✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (x¯y¯) ❡st ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♥✬❡st ♣❛s ✈❛✐♥q✉❡✉r
♣♦✉r ❙❈❆❱✳ ❯♥❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣♦✉r q✉❡ (x¯y¯) ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❙❈❆❱ ❡st q✉❡ x¯
s♦✐t ❛♣♣r♦✉✈é ♣❛r ♠♦✐♥s ❞❡ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ✈♦t❛♥ts✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s (x¯ : y¯) ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦✉✈é
♣❛r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣♦✉r q✉❡ (x¯ : y¯) ♥❡
s♦✐t ♣❛s ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❙❈❆❱ ♠❛✐s ❡❧❧❡s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ✉♥ s❝♦r❡ ♠✐♥s✉♠ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧
à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❝❤♦✐s✐❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ♣♦✉r (x¯y¯) t♦✉t ❡♥ ♥✬ét❛♥t
♣❛s ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❙❈❆❱ ❡st n/2✳
❈❡s ❞❡✉① ❜♦r♥❡s ♥♦✉s ❞♦♥♥❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ r❛t✐♦ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ 2✱ q✉✐ ❡st ❧❛ r❛t✐♦ ❛tt❡✐♥t
❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❧♦rsq✉❡ n t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳
❆✐♥s✐✱ ❛✉ ♣✐r❡ ❞❡ ❝❛s✱ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❙❈❆❱ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠
❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡✉①
✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ét❡♥❞r❡ ❝❡ rés✉❧t❛t à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✽✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ p ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱
❧❡ r❛t✐♦ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡s s❝♦r❡s ♠✐♥✐s✉♠ ❞❡ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❙❈❆❱ ❡t ❞❡ ❝❡❧❧❡
✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ ❡st p✳
✶✷✽
✹✳✹✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ séq✉❡♥t✐❡❧
Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s n ✈♦t❛♥ts✱ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✈❡❝ p ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s Xi = {xi1, x
i
2}✱ ❛✈❡❝
i = 1 . . . p ❡t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿
X1 −→ X2 −→ . . . −→ Xp
◆♦✉s ❝❤❡r❝❤❡r♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❞✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡
❙❈❆❱✱ ♣✉✐s ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ s❝♦r❡ ❞✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
q✉✬✐❧ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❙❈❆❱✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (x11x
2
1 . . . x
p
1) ❡st ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r
❙❈❆❱✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r s♦♥ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠✳ P♦✉r q✉❡ (x11x
2
1 . . . x
p
1)
s♦✐t ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❙❈❆❱✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ x11✱ x
1
1 : x
2
1✱ ✳ ✳ ✳ ✱x
1
1x
2
1 . . . : x
p
1 s♦✐❡♥t ❛♣♣r♦✉✲
✈és ♣❛r ✉♥❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳ ❈❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ p · n/2✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (x12x
2
2 . . . x
p
2) ❡st ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ s❛♥s êtr❡ ✈❛✐♥✲
q✉❡✉r ♣♦✉r ❙❈❆❱✳ ❯♥ ❞❡s ♠♦②❡♥s ♣♦✉r q✉❡ (x12x
2
2 . . . x
p
2) ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❙❈❆❱
❡st ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❡r ❛✉ ♣r❡♠✐❡r t♦✉r✳ ❆✐♥s✐ x12 ❞♦✐t êtr❡ ❛♣♣r♦✉✈é ♣❛r ♠♦✐♥s ❞❡ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té✱ ❡t
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ x12 : x
2
2, . . . , x
1
2x
2
2 . . . : x
p
2 ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡
✈♦t❛♥ts✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠♦②❡♥s ♣♦✉r é✈✐t❡r q✉❡ (x12x
2
2 . . . x
p
2) ♥❡ s♦✐t ✈❛✐♥q✉❡✉r
♣♦✉r ❙❈❆❱✱ ♠❛✐s ✐❧s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ✉♥ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t
s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ♣♦✉r (x12x
2
2 . . . x
p
2) t♦✉t ❡♥ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❙❈❆❱ ❡st n/2✳
❈❡s ❞❡✉① ❜♦r♥❡s ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ✉♥ r❛t✐♦ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ p✳
❈❡ r❛t✐♦ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ p ❡st ❛tt❡✐♥t ♣❛r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✹✳✾✳
❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✾✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s n ✈♦t❛♥ts✱ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ p ✈❛r✐❛❜❧❡s
❜✐♥❛✐r❡s Xi = {xi1, x
i
2}✱ ❛✈❡❝ i = 1 . . . p ❡t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿
X1 −→ X2 −→ . . . −→ Xp
▲❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ n/2 ✈♦t❛♥ts ❛♣♣r♦✉✈❡♥t
t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❛✉❢ ❧♦rsq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s
s♦♥t ✜①é❡s à ❧❡✉rs s❡❝♦♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs✱ ❧❡s ❛✉tr❡s n/2 ✈♦t❛♥ts ❛♣♣r♦✉✈❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❛ s❡❝♦♥❞❡
✈❛❧❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳
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2
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2
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2
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2
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2x
2
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✳✳✳
✳✳✳
✶✷✾
✹✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♥♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡s
▲✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❙❈❆❱ ❡st (x11x
2
1 . . . x
p
1)✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❧❡①✐✲
❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❡t s♦♥ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❡st p · n/2✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r
♠✐♥✐s✉♠ ❡st (x12x
2
2 . . . x
p
2) ❛✈❡❝ ✉♥ s❝♦r❡ ❞❡ n/2✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ r❛t✐♦ ♦❜t❡♥✉ ❡st p✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ét✉❞✐♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❝❡ rés✉❧t❛t s✬ét❡♥❞ à ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✾✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ p ❞♦♠❛✐♥❡s Di✱ ❛✈❡❝
|Di| = αi✱ i = 1 . . . p✱ ❧❡ r❛t✐♦ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡s s❝♦r❡s ♠✐♥✐s✉♠ ❞❡ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r
❞❡ ❙❈❆❱ ❡t ❞❡ ❝❡❧❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❡st (
∑p
i=1 1−
1
αi
)/(1 + 1α1 )✳
Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s n ✈♦t❛♥ts✱ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ p ❞♦♠❛✐♥❡s Di✱ ❛✈❡❝ |Di| = αi✱
i = 1 . . . p ❡t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿
X1 −→ X2 −→ . . . −→ Xp
◆♦✉s ❝❤❡r❝❤❡r♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❞✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡
❙❈❆❱✱ ♣✉✐s ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ s❝♦r❡ ❞✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
q✉✬✐❧ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❙❈❆❱✳
Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (x11x
2
1 . . . x
p
1) ❡st ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❙❈❆❱✱ ♥♦✉s
❝❤❡r❝❤♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r s♦♥ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠✳ P♦✉r q✉❡ (x11x
2
1 . . . x
p
1) s♦✐t
✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❙❈❆❱✱ x11✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t x
1
1 : x
2
1✱ ✳ ✳ ✳ ✱x
1
1x
2
1 . . . : x
p
1✱ ❞♦✐t êtr❡ ❛♣♣r♦✉✈é
♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s n/α1 ✈♦t❛♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t n/α2, . . . , n/αp ✈♦t❛♥ts✳ ❈❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥ s❝♦r❡
♠✐♥✐s✉♠ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡
∑p
i=1 n− n ·
1
αi
✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ n ·
∑p
i=1 1−
1
αi
✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (x12x
2
2 . . . x
p
2) ❡st ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠
s❛♥s êtr❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❙❈❆❱✳ ❯♥ ❞❡s ♠♦②❡♥s ♣♦✉r q✉❡ (x12x
2
2 . . . x
p
2) ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✈❛✐♥q✉❡✉r
♣♦✉r ❙❈❆❱ ❡st ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❡r ❛✉ ♣r❡♠✐❡r t♦✉r✳ ❆✐♥s✐ x12 ❞♦✐t êtr❡ ❛♣♣r♦✉✈é ♣❛r ♠♦✐♥s ❞❡
n
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✈♦t❛♥ts✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ x12 : x
2
2, . . . x
1
2x
2
2 . . . : x
p
2 ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠♦②❡♥s ♣♦✉r é✈✐t❡r q✉❡ (x12x
2
2 . . . x
p
2) ♥❡
s♦✐t ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❙❈❆❱✱ ♠❛✐s ✐❧s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ✉♥ s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧✳ ❆✐♥s✐
❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ ♣♦✉r (x12x
2
2 . . . x
p
2) t♦✉t ❡♥ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❙❈❆❱ ❡st
n− nα1 ✳
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ r❛t✐♦ t❤é♦r✐q✉❡ (
∑p
i=1 1−
1
αi
)/(1− 1α1 )✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❝❡ r❛t✐♦ t❤é♦r✐q✉❡ ❡st ❛tt❡✐♥t ♣❛r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✹✳✶✵✳
❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✶✵✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ p ❞♦♠❛✐♥❡s Di✱ ❛✈❡❝ |Di| = αi ♣♦✉r
i = 1 . . . p✳ ❖♥ ✜①❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts à n✱ ♦ù n ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ αi✱
♣♦✉r i = 1 . . . p✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿
X1 −→ X2 −→ . . . −→ Xp
■❧ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r
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❆❧♦rs✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r
♣♦✉r ❙❈❆❱ ❡st (x11x
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1 . . . x
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♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ ❡st (x12x
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2 . . . x
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2) ❛✈❡❝ ✉♥ s❝♦r❡ ❞❡ n−
n
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✳
▲❡ r❛t✐♦ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ (
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i=1 1−
1
αi
)/(1− 1α1 )✳
❆✐♥s✐✱ s✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ❧❡ r❛t✐♦ ❞❡✈✐❡♥t p✳ P❧✉s
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡ α✱ ❛❧♦rs ❧❡ r❛t✐♦ ♠❛①✐♠❛❧ ❡st
❛✉ss✐ é❣❛❧ à p✳
❊♥ rés✉♠é✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣r♦✜❧s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❙❈❆❱
❡t ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞é❜♦✉❝❤❡♥t s✉r ❞❡s ✐ss✉❡s t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦♣♣♦sé❡s✱ ❡t q✉❡✱ ❞✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ ❧❡ r❛t✐♦ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡s s❝♦r❡s ♠✐♥✐s✉♠ ❞✬✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❙❈❆❱ ❡t
❞✬✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ ❡st é❣❛❧ à (
∑p
i=1 1−
1
αi
)/(1− 1α1 )✳
✹✳✹✳✷ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❈❆❱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❡♥ ❧❛ s✉♣♣♦s❛♥t rés♦❧✉❡ ♣❛r ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦✳ ◆♦✉s
♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❙❈❆❱ ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t p ≥ 2 ❡t t♦✉t αi ≥ 2, i = 1 . . . p✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✾✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣r♦✜❧ P s✉r p ❞♦♠❛✐♥❡s Di t❡❧ q✉❡ |Di| = αi ♣♦✉r
i = 1 . . . p✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t p ≥ 2 ❡t t♦✉t αi ≥ 2, i = 1 . . . p✱ SCAV T ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r p = 2 ❡t α1 = α2 = 2✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡
ét❡♥❞✉ à t♦✉t p ≥ 2 ❡t t♦✉t αi ≥ 2, i = 1 . . . p✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s D = X × Y ✱ ❛✈❡❝ X = {x, x¯} ❡t
Y = {y,y¯} ❡t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿
X −→ Y
▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦ ❢❛✈♦r✐s❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
▲❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✶✸✶
✹✳ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♥♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡s
n/2 n/2 1
x x¯ x, x¯
x : y x : y x : y¯
x¯ : y¯ x¯ : y¯ x¯ : y¯
❆❧♦rs✱ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r SCAV T ❡st (xy)✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❧❡ ✈♦t❛♥t ✐s♦❧é ❝❤❛♥❣❡ s♦♥ ✈♦t❡ ❡t ❞é❝✐❞❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛♣♣r♦✉✈❡r x✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s
❞♦♥♥❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
n/2 n/2 1
x x¯ x¯
x : y x : y x : y¯
x¯ : y¯ x¯ : y¯ x¯ : y¯
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st (x¯y¯) ❡t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ré✉ss✐❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♠❛✲
♥✐♣✉❧❛t❡✉r ♣ré❢èr❡ (x¯y¯) à (xy)✳
❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉ à t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s p ≥ 2✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ✈♦t❛♥ts s♦♥t t♦✉s ❞✬❛❝❝♦r❞s✱ ❡t à t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❞❡
✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s αi ≥ 2, i = 1 . . . p✳
✹✳✹✳✸ ❘és✉♠é
❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ✈♦t❡ séq✉❡♥t✐❡❧ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s r❡t♦✉r♥é❡s ♣❛r ❙❈❆❱ ❡t ♣❛r
♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ P♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s ♣r♦✜❧s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ❙❈❆❱
s♦♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦♣♣♦sé❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❡ r❛t✐♦ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡ s❝♦r❡
♠✐♥✐s✉♠ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❡st é❣❛❧ (
∑p
i=1 1−
1
αi
)/(1− 1α1 )✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥
❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s✳
✶✸✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✺
❱❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t
♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ✈♦t❡ ♣❛r
❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
❘és✉♠é
❈♦♥♥❛✐ss❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♦r❞✐♥❛❧❡s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈♦✲
t❛♥ts s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ❡t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ✈♦t❛♥ts s♦✉✲
♠❡tt❡♥t ❞❡s ✈♦t❡s s✐♥❝èr❡s✱ q✉❡ ♣❡✉t✲♦♥ ❞✐r❡ s✉r ❧❡s ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬✉♥❡ é❧❡❝✲
t✐♦♥ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❄ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ❝❤♦✐s✐t ❧❛
❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s ❡t ♥♦♥✲❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❛♥❞✐❞❛ts q✉✐ ✈♦♥t êtr❡ ❛♣♣r♦✉✈és✳ ❚❛♥❞✐s q✉✬✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣❡✉t
êtr❡ ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞é❝✐❞❡r s✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣❡✉t ❝♦♥st✐t✉❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉rs✳
◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❛✉ss✐ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és
♣❛r ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ❡st ❧✐♠✐té ♣❛r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t✴♦✉ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r
❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s ✈❛✐♥q✉❡✉rs ✿ ♥♦✉s
ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✱ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞❡ ❝✉❧t✉r❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧❡ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛❧❧♦✇s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ❝❡rt❛✐♥s ❞❡
❝❡s rés✉❧t❛ts ❛✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡
❞❡s rè❣❧❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡t ♣rés❡♥té❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳
❙♦♠♠❛✐r❡
✶✸✸
✺✳ ❱❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺
✺✳✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❡t ♣❧❛♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺
✺✳✶✳✷ ❚r❛✈❛✉① ❡♥ ❧✐❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻
✺✳✷ ◆♦t✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼
✺✳✸ ❊♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵
✺✳✸✳✶ ❙❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵
✺✳✸✳✷ ❆✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸
✺✳✸✳✸ ➱t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹
✺✳✸✳✸✳❛ ❍②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ✳ ✳ ✶✹✺
✺✳✸✳✸✳❜ ❙❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉ s❡✉✐❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺
✺✳✸✳✸✳❝ Pr♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬é❧✐r❡ ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛
❧♦rs ❞✬✉♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾
✺✳✸✳✹ ❘és✉♠é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸
✺✳✹ ❊♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s ✳ ✳ ✶✺✹
✺✳✹✳✶ ❆♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺
✺✳✹✳✶✳❛ ❈♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺
✺✳✹✳✶✳❜ ❈❛♥❞✐❞❛t ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ✶✺✼
✺✳✹✳✷ ❆✉tr❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽
✺✳✹✳✷✳❛ ❆♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♥❡tt❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾
✺✳✹✳✷✳❜ ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾
✺✳✹✳✷✳❝ ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♥❡tt❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶
✺✳✹✳✷✳❞ ❆♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷
✺✳✹✳✷✳❡ ❆♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ✳ ✶✻✹
✺✳✹✳✷✳❢ ❆♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à s❡✉✐❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹
✺✳✹✳✸ ❘és✉♠é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼
✶✸✹
✺✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✺✳✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❡t ♣❧❛♥
▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡s s✉r ❧❡s ❝❛♥✲
❞✐❞❛ts✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡s s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ✉♥
❝♦♥t❡①t❡ ♦ù ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❧✐♠✐té❡✱ s❡ ♣♦s❡♥t ❛❧♦rs ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ✈❛✐♥q✉❡✉rs
♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ ❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♦♥t été ♣rés❡♥tés ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❇r❛♠s ❡t ❋✐s❤❜✉r♥ ✭✶✾✼✽✮✱ ❢❛✐t ❡①✲
❝❡♣t✐♦♥ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s
♦r❞✐♥❛❧❡s ❞✬✉♥ ✈♦t❛♥t s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ✐❧ ❡st ❝♦♥♥✉ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈♦t❡s
❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♥❝èr❡s ❡t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❝❡t ♦r❞r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t x✱
❛♣♣r♦✉✈❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts q✉✐ s♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉t❛♥t ❛♣♣ré❝✐és q✉❡ x ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥
✈♦t❡ s✐♥❝èr❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✳❛✳ ❙✐ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❞✉ ✈♦t❛♥t s✉r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ m ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡st ✉♥ ♦r❞r❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ m ✈♦t❡s ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♥❝èr❡ ✶✱
❞✬❛♣rès ❇r❛♠s ❡t ❋✐s❤❜✉r♥ ✭✶✾✽✸✮✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ✷ ♣♦ssé❞✐♦♥s ❧❡s ♦r❞r❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t
♠❛✐s q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣✉✐ss✐♦♥s ♣❛s ♣ré❞✐r❡ ❧❡ s❡✉✐❧ q✉✬✐❧s ✜①❡r♦♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❛♥❞✐❞❛ts q✉✬✐❧s ❛♣♣r♦✉✈❡r♦♥t✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s❡✉✐❧s ✭✉♥ s❡✉✐❧ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t✮✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r✱ ♦✉✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ é❣❛❧✐té✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉rs✱
❛♣♣❡❧é ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r
♣♦ss✐❜❧❡ s✐ ✐❧ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦✉r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s❡✉✐❧s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❉❡
♠ê♠❡✱ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t x ❡st ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐ {x} ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r
♣♦ss✐❜❧❡✳
▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ♦♥t été ét✉❞✐é❡s ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r
❇r❛♠s ❡t ❙❛♥✈❡r ✭✷✵✵✻✮✱ s♦✉s ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ✈♦t❛♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛✉t♦r✐sés à ❛♣♣r♦✉✈❡r
t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ✭♦✉ ❛✉❝✉♥✮✳ ■❧s ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s
❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t ✭❧♦rsq✉✬✐❧ ❡①✐st❡✮ ❡t ❧❡s ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛✉tr❡s
rè❣❧❡s✳ ■❧s ♥✬♦♥t ♣❛s ❝❛r❛❝tér✐sé ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♥✐ ❛❜♦r❞é ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧s ♣♦sés
♣❛r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛s♣❡❝ts✳ ❊♥ ♣r❡♠✐❡r✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐✲
❞ér♦♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts à ❛♣♣r♦✉✈❡r ❡st ❜♦r♥é ♣❛r
✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✜①é❡s✳ ▲❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ✈♦t❛♥ts s♦♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t
❧✐❜r❡s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts q✉✬✐❧s ❛♣♣r♦✉✈❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡s
❜♦r♥❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 1 ❡t m ❝❛♥❞✐❞❛ts ✸✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❝❛♥❞✐❞❛ts q✉✐ s♦♥t ✈❛✐♥q✉❡✉rs ✉♥✐q✉❡s ✭s❛♥s ❡① ❛❡q✉♦✮ s❡ tr♦✉✈❡ êtr❡ ✐♠♠é❞✐❛t ✿ x ❡st ✉♥
✶✳ P❛r❢♦✐s✱ ✈♦t❡r ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♥✬❡st ♣❛s ❛✉t♦r✐sé✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs m− 1 ✈♦t❡s s✐♥❝èr❡s✳
✷✳ ❵♥♦✉s✬ ❡st ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t r❡♣rés❡♥t❡ t♦✉t❡ ❡♥t✐té ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❝❡ ✈♦t❡✱ ❧✬♦r❣❛♥✐s❛✲
t❡✉r ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳
✸✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡✱ ❛♣♣r♦✉✈❡r t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡t ♥✬❡♥ ❛♣♣r♦✉✈❡r ❛✉❝✉♥
s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✭❝♦✲✮✈❛✐♥q✉❡✉rs s❡r❛ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❀ ❛✐♥s✐ ♥♦✉s ❡①❝❧✉♦♥s ❧❛
♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♥✬❛♣♣r♦✉✈❡r ♣❡rs♦♥♥❡✱ s❛♥s ♣❡r❞r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✳
✶✸✺
✺✳ ❱❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞♦♠✐♥é ❛✉ s❡♥s ❞❡ P❛r❡t♦ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦✜❧ ✐♥✐t✐❛❧✳
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❜♦r♥❡s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ◆♦✉s ❛❜♦r✲
❞♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❡t ♠♦♥tr♦♥s
q✉✬✐❧ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡✉①✳ P✉✐s ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡
✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s ✈❡❝✲
t❡✉rs ❞❡ s❡✉✐❧s✳ ◆♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s ✈❛✐♥q✉❡✉rs✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉❧t✉r❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧❡ ❡t ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ▼❛❧❧♦✇s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ✈♦t❡
♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s rè❣❧❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥
✷✳✸✳✹✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s t❡r♠❡s
❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✭❝♦✲✮✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ ❊♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s
❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s
❡♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉①
❛s♣❡❝ts ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡
❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡s s❡✉✐❧s ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬é❧✐r❡ ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧✲
t✐♣❧❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡
❞❡ rè❣❧❡s ❞é✜♥✐❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳
✺✳✶✳✷ ❚r❛✈❛✉① ❡♥ ❧✐❡♥
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❧✐é à ❛✉ ♠♦✐♥s tr♦✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ✉♥❡ sér✐❡
❞❡ tr❛✈❛✉① ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ q✉✐ ❡①♣❧♦r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡t
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬❆rr♦✇✱ q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡♥t ✉♥❡
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡s ❢❛✐❜❧❡s à ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥✲✈✐❞❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ✭t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r
❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❛❣rè❣❡ ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✮✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡
✐❝✐ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ s✐♥❝èr❡✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ✭à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❇r❛♠s ❡t ❙❛♥✈❡r
✭✷✵✵✻✮✮ ét✉❞✐❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s♦✐t rés✐st❛♥t
♦✉ ♥♦♥ à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❡t ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t str❛té❣✐q✉❡ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡
à ✉♥ rés✉❧t❛t ✐♥❞és✐r❛❜❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❙❡rt❡❧ ❡t ❨✙❧♠❛③
✭✶✾✾✾✮✱ ❙✐♥♦♣♦❧✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ▲❛s❧✐❡r ✭✷✵✵✾✮✱ ❊♥❞r✐ss ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ◆✉ñ❡③ ✭✷✵✶✵✮✱ ▲❛s❧✐❡r
❡t ❙❛♥✈❡r✱ ❡t ❊♥❞r✐ss ✭✷✵✶✸❜✮✳ ❉❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❥❡✉① s♦♥t ❛✉ss✐
ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❛r ▲❛s❧✐❡r ❡t ❙❛♥✈❡r✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❛✐♥✲
q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s s✉r ❧❡s ✈♦t❡s✳
▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❡st q✉❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ✭à ✉♥❡ ❡①❝❡♣✲
t✐♦♥ ♣rès✱ ♠❡♥t✐♦♥♥é❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡s✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs ❡♥ ✉♥❡ ❝♦❧✲
❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡s ♣❛rt✐❡❧s✳ ❯♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡✮ ❡st
✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t q✉✐ ❣❛❣♥❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣❧ét✐♦♥s✮ ♣♦s✲
s✐❜❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡s ♣❛rt✐❡❧s✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐❢s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡
✶✸✻
✺✳✷✳ ◆♦t✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
r❡❝❤❡r❝❤❡ s♦♥t ❑♦♥❝③❛❦ ❡t ▲❛♥❣ ✭✷✵✵✺✮✱ ❳✐❛ ❡t ❈♦♥✐t③❡r ✭✷✵✵✽✮✱ ❇❡t③❧❡r ❡t ❉♦r♥ ✭✷✵✵✾✮✱
❇❛✉♠❡✐st❡r ❡t ❘♦t❤❡ ✭✷✵✶✵✮✱ ❈❤❡✈❛❧❡②r❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✱ ❳✐❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✱ ❈❤❡✈❛❧❡②r❡ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✶✷✮✱ ❇❡t③❧❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ❇❛❝❤r❛❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✱ ▲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❡t ❑❛❧❡❝❤ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✶✶✮ ❡t ❡♥✜♥ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞✉ ❤❛♥❞❜♦♦❦ ❞✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧✱ ❇♦✉t✐❧✐❡r ❡t ❘♦✲
s❡♥s❝❤❡✐♥ ✭✷✵✶✻✮✳ ❯♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❡st ❳✐❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✱ q✉✐ é♥♦♥❝❡ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧
❡t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✐❧s ét✉❞✐❡♥t tr♦✐s ♠❛♥✐èr❡s ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s ✈♦t❡s ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛✉① ❛✉①
♥♦✉✈❡❛✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡t ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❝❤♦✐s✐❡✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t
❡st ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞✐✣❝✐❧❡ à rés♦✉❞r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♥❛t✉r❡
❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✭❞✬✉♥ ❝ôté ✉♥
♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s s✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬♦r❞r❡s s✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✮✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✳
▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① q✉✐ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧✬❛s✲
♣❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t str❛té❣✐q✉❡ ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬é❧❡❝t✐♦♥
♣❛r ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t❡✉r✮ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ ✈♦✐r ❊r❞é❧②✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✱ ❡t ❇❛✉♠❡✐st❡r
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ét✉❞❡✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❡❧❛ ❡st ❝♦♥♥❡①❡ à ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ♣r♦✲
✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❛✉ss✐ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧s ❞✐✣❝✐❧❡s ❡♥ ✈♦t❡ ♣❛r
❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s✱ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ♥♦s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥❡ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
str❛té❣✐q✉❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬❛s♣❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t str❛té❣✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r
❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s ❛ été ét✉❞✐é ♣❛r ▼❡✐r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽❛✮✳
✺✳✷ ◆♦t✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
▲❡s ♥♦t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞✬♦r❞r❡s ❡t ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s
❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s n ✈♦t❛♥ts N = {1, . . . , n} ❡tm ❝❛♥❞✐❞❛tsX = {x1, . . . , xm}✳ ❯♥ ♣r♦✜❧
❞✬♦r❞r❡s P = (Pi)i∈N ❡st ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ X✳ Pi ❡st ❛✉ss✐
♥♦té ≻i✳
❯♥ ✈♦t❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥✲✈✐❞❡ ❞❡ X✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s
♠❛♥✐♣✉❧❡r♦♥s à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ♣r♦✜❧s ❞✬♦r❞r❡s ❡t ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❡✈❡r t♦✉t❡
❛♠❜✐❣✉ïté✱ ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s s❡r❛ ♥♦té A = 〈A1, . . . , An〉 ♦ù Ai ⊆ X ❡st ❧❡ ✈♦t❡
❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦t❛♥t i✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r ❧❡ ✈♦t❛♥t
i✳
▲❡ ✈♦t❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦t❛♥t i ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ s✐♥❝èr❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❝❛♥❞✐❞❛t y
❛♣♣r♦✉✈é ♣❛r i ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛t x ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❛♣♣r♦✉✈é ♣❛r i ❡t t❡❧ q✉❡ x ≻i y✳
◆♦✉s ♥♦t♦♥s ki✱ ♣♦✉r i = 1, . . . , n ❡t 1 ≤ ki ≤ m✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r ❧❡
✈♦t❛♥t i✱ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛✉ss✐ s❡✉✐❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ✈♦t❡ ♣❛r
❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♥❝èr❡ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ❛♣♣r♦✉✈❡ s❡s ki ♠❡✐❧❧❡✉rs ❝❛♥❞✐❞❛ts s❡❧♦♥ ❧❡ r❛♥❣❡♠❡♥t
✶✸✼
✺✳ ❱❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
Pi
✹✳
■❧❧✉str♦♥s ❝❡s ♥♦t✐♦♥s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✳
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✶✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ E ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ✸ ✈♦t❛♥ts {1, 2, 3}✱ ❞❡ ✹ ❝❛♥❞✐❞❛ts
{x1, x2, x3, x4} ❡t ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞✬♦r❞r❡s P s✉✐✈❛♥t ✿
P1 : x3 ≻ x2 ≻ x1 ≻ x4
P2 : x2 ≻ x4 ≻ x3 ≻ x1
P3 : x4 ≻ x2 ≻ x1 ≻ x3
P4 : x3 ≻ x4 ≻ x2 ≻ x1
❆✈❡❝ ❧❡s s❡✉✐❧s ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ✿ k1 = 2✱ k2 = 1✱ k3 = 4✱ k4 = 1✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ ♣r♦✜❧
❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ✿
A1 : (0110)
A2 : (0100)
A3 : (1111)
A4 : (0010)
➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s A✱ ❧❡ s❝♦r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t xj ✱ ♥♦té
appA(xj) ✭♦✉ app(xj) q✉❛♥❞ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts q✉✐
❛♣♣r♦✉✈❡♥t xj ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❧❡s ✈♦t❛♥ts i t❡❧s q✉❡ xj ∈ Ai✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣❛r
❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣♦✉r A✱ ♥♦té App(A)✱ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛✈❡❝ ✉♥ s❝♦r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
♠❛①✐♠❛❧✳ ❙✐ App(A) ❡st ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥ {x} ❛❧♦rs x ❡st ❛♣♣❡❧é ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ♣♦✉r A✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡♥ t❛♥t q✉❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ ✐rrés♦❧✉❡✳
❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ rés♦❧✉❡ ♣❡✉t✲êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦✳
❊①❡♠♣❧❡ ✭❙✉✐t❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✺✳✶✮✳ ❆✈❡❝ ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡s s❝♦r❡s ❞✬❛♣✲
♣r♦❜❛t✐♦♥s ❞❡ x1✱ x2✱ x3 ❡t x4 s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✶✱ ✸✱ ✸ ❡t ✶✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts
❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ {x2, x3}.
❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s s❡✉✐❧s ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts ✿ k1 = 2✱ k2 = 1✱ k3 = 3✱ k4 = 1✱ ❧❡s
s❝♦r❡s s♦♥t ❛❧♦rs ✶✱ ✸✱ ✷ ❡t ✶✳ ▲❡ ❝❛♥❞✐❞❛t x2 ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡✳
P♦✉r ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬♦r❞r❡s P ✱ ✉♥ ✈♦t❛♥t i ∈ N ❡t ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t x ∈ X✱ rkP (i, x) ❞és✐❣♥❡
❧❡ r❛♥❣ ❞✉ ❝❛♥❞✐❞❛t x ❞❛♥s ❧❡ r❛♥❣❡♠❡♥t Pi✱ rkP (i, x) ∈ {1, . . . ,m}✳ P♦✉r X ′ ⊂ X✱ s♦✐t
PX′ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ P ❛✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ X ′✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s pl(x,X ′) ❧❡ s❝♦r❡ ❞❡ ♣❧✉r❛❧✐té
❞✉ ❝❛♥❞✐❞❛t x ∈ X ′ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦✜❧ PX′ ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts q✉✐ r❛♥❣❡♥t x ❡♥
♣r❡♠✐èr❡ ♣❧❛❝❡✳ P♦✉r X ′ ⊂ X ❡t x ∈ X \X ′✱ ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s X ′ ≻i x✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t x′ ∈ X ′✱
♦♥ ❛ x′ ≻i x✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t x ❞♦♠✐♥❡ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t x′ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦✜❧ P s✐ ♣♦✉r t♦✉t
i ∈ N ✱ x ≻i x′✳
P❛r❢♦✐s✱ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts à ❛♣♣r♦✉✈❡r ❡st ❛❥♦✉✲
té❡✳ ❈❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ♥✬❡st ❛✉t♦r✐sé à ❛♣♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ d
✹✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♥é❣❧✐❣❡r ❧❡s ✈♦t❛♥ts q✉✐
♥✬❛♣♣r♦✉✈❡♥t ❛✉❝✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❛✐♥s✐ ki ≥ 1✱ ♣♦✉r i = 1, . . . , n✳
✶✸✽
✺✳✷✳ ◆♦t✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
❡t k✱ ♦ù k ≥ d ≥ 1✳ ❯♥ ❝❤♦✐① ❝❧❛ss✐q✉❡✱ s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡s é❧❡❝t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ✭❡♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡s é❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠✐tés✮✱ ❝♦♥s✐st❡ à ✜①❡r d à ✶ ❡t k à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✱
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠✐té✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈♦t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✈♦t❡ ♣❛r [d, k]✲❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ✈♦t❡ ♣❛r [1,m]✲❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ m ✈♦t❡s
❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♥❝èr❡s ❡t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬♦r❞r❡s✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡ ♣r♦✜❧s ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❝❡t ♦r❞r❡✳ ❯♥ ✈❡❝t❡✉r
❞❡ s❡✉✐❧s ✭♣♦✉r N ❡t X✮ ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ~k = 〈k1, . . . , kn〉 ∈ {1, . . . ,m}n✳ P♦✉r t♦✉t ♣r♦✜❧
❞✬♦r❞r❡s P s✉r X ❡t t♦✉t ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s❡✉✐❧s ~k✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s (Pi)1→ki ❝♦♠♠❡ ❧❡ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ki ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣ré❢érés ❞✉ ✈♦t❛♥t i✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
(Pi)
1→ki = {x ∈ X | rk(x, Pi) ≤ ki}.
▲❡ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ✐♥❞✉✐t ♣❛r P ❡t ~k✱ ♥♦té AP,
~k✱ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r
AP,
~k = 〈(P1)
1→k1 , . . . , (Pn)
1→kn〉
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ P ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r
AP (P ) = {AP,
~k | ~k ∈ {1, . . . ,m}n}
▲✬❡①❡♠♣❧❡ ✺✳✷ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❧❧✉str❡r ❝❡s ♥♦t✐♦♥s✳
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✷✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✸ ✈♦t❛♥ts✱ ✸ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡t ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞✬♦r❞r❡s
s✉✐✈❛♥t P = 〈x1 ≻ x2 ≻ x3, x1 ≻ x2 ≻ x3, x3 ≻ x1 ≻ x2〉✳
❆✈❡❝ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s❡✉✐❧s ❞é✜♥✐ ♣❛r ~k = 〈2, 1, 2〉✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛✲
t✐❜❧❡ s✉✐✈❛♥t AP,~k = 〈{x1, x2}, {x1}, {x1, x3}〉✳
❆✈❡❝ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s❡✉✐❧s ❞é✜♥✐ ♣❛r ~k = 〈1, 1, 1〉✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛✲
t✐❜❧❡ s✉✐✈❛♥t AP,~k = 〈{x1}, {x1}, {x3}〉✳
❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ X ′ ⊆ X ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s❡✉✐❧s ~k t❡❧ q✉❡ X ′ = App(AP,
~k)✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥st✐t✉é ♣❛r t♦✉s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r P ❡st ♥♦té PCS(P )✳ ❯♥ ❝❛♥❞✐❞❛t x ∈ X ❡st ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r
✉♥✐q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r P s✐ {x} ∈ PCS(P )✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ x ❡st ❞✐t ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ s✐ ✐❧
❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♥é❝❡ss❛✐r❡ s✐ ✐❧
❛♣♣❛rt✐❡♥t à t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡t ❡♥✜♥ ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡
s✐ PCS(P ) = {x}✳
❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✺✳✷✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {x1} ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ✭❡t ❞♦♥❝ x1
❡st ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✮ ♣♦✉r P ✱ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s❡✉✐❧s ~k =
〈1, 3, 3〉✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛
PCS(P ) = {{x1, x2, x3}, {x1, x2}, {x1, x3}, {x1}, {x3}},
✶✸✾
✺✳ ❱❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
❡t ❧❡s ✈❛✐♥q✉❡✉rs ✉♥✐q✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ x1 ❡t x3✳
❈♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✱ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ✉t✐❧✐sé
♣♦✉r ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬é❧✐r❡ ✉♥ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ❛✈❡❝ ♣❛r❢♦✐s ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝♦♠✐té✱ ✜①é❡ à ✉♥ ❡♥t✐❡r
K✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r à ♣❛rt✐r ❞✉
✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ ♣rés❡♥té❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s é✈✐❞❡♥t❡ ❡st ❞❡ ❝❤♦✐s✐r
❧❡s K ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ s❝♦r❡s ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝♦♠✐té✱ s✐♥♦♥ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r ✉♥❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳
✺✳✸ ❊♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❛✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡✲
r♦♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts à ❛♣♣r♦✉✈❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
✈♦t❛♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r [d, k]✲❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❡①♣é✲
r✐♠❡♥t❛❧❡ ♣♦✉r ❡①♣❧♦r❡r ❞❡✉① q✉❡st✐♦♥s ✿ ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❞✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡s s❡✉✐❧s ❡t
❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬é❧✐r❡ ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛ ❧♦rs ❞✬✉♥ t✐r❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s s❡✉✐❧s
❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳
✺✳✸✳✶ ❙❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡✱ s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s s❡✉✐❧s ❛✉t♦r✐sés✱ ❧❡s ♥♦✲
t✐♦♥s ❞❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♦♥t
✉♥ ✐♥térêt ❧✐♠✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ t♦✉t ❝❛♥❞✐❞❛t ❡st ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛✉❝✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ♥✬❡st
✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t x ❡st ✉♥ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♥é❝❡ss❛✐r❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ x ❡st r❛♥❣é ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❡✳ ❈❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡✈✐❡♥❞r♦♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❡♥
s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s ❝❡rt❛✐♥❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❡s s❡✉✐❧s ❛✉t♦r✐sés✳
❙❡✉❧❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♥❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣❛s tr✐✈✐❛❧❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s
❛❧♦rs ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬♦r❞r❡s P ❡t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ X ′ ❞❡
❝❛♥❞✐❞❛ts✱ X ′ ❡st✲✐❧ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r P ❄
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t y ❞♦♠✐♥❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ P❛r❡t♦ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t x r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à
✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬♦r❞r❡s P s✐ ♣♦✉r t♦✉t ✈♦t❛♥t i ∈ N ✱ ♦♥ ❛ y ≻i x✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù X ′ ❡st ✉♥
s✐♥❣❧❡t♦♥✱ ❡♥ ❡✛❡t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛✐♥q✉❡✉rs ✉♥✐q✉❡s
♣♦ss✐❜❧❡s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✳ ❯♥ ❝❛♥❞✐❞❛t x ❡st ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r P s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ X \ {x} q✉✐ ❞♦♠✐♥❡ x ❞❛♥s P ✳
Pr❡✉✈❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts y q✉✐ ❞♦♠✐♥❡ x ❞❛♥s P ✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s
✶✹✵
✺✳✸✳ ❊♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡
❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s❡✉✐❧s ~k ♣❛r ki = rkP (i, x) ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ✳ ❆❧♦rs✱ x ❡st ❛♣♣r♦✉✈é n ❢♦✐s ❞❛♥s
AP,
~k✳ ❙✐ y 6= x ❡st ❛✉ss✐ ❛♣♣r♦✉✈é n ❢♦✐s ❞❛♥s AP,
~k✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t i✱ rkP (i, y) ≤ ki✳
❖r✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ y ❞♦♠✐♥❡ x ❞❛♥s P ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛✐r❡ à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❆✐♥s✐
App(AP,
~k) = {x}✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ s✐ y ❞♦♠✐♥❡ x ❞❛♥s P ✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ~k✱ y ❡st ❛♣♣r♦✉✈é
❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉t❛♥t ❞❡ ❢♦✐s q✉❡ x ❞❛♥s AP,
~k✱ ❡t x ♥✬❡st ❞♦♥❝ ❥❛♠❛✐s ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡✳
❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ à ❞❡s
s✐♥❣❧❡t♦♥s ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♥❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ♣❛s
❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡
❡st ❞✐✣❝✐❧❡✱ ♠ê♠❡ r❡str❡✐♥t à ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①❡✱ ℓ ≥ 2✳
P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳
▲❡♠♠❡ ✶✳ ❙✐ X ′ ∈ PCS(P )✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦❧✉t✐♦♥ (ki)i∈N s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✭❛✮ P♦✉r t♦✉t i ∈ N ✱ ki ∈ {rkP (i, x) : x ∈ X ′}✳
✭❜✮ ▲❡ s❝♦r❡ ❞❡ t♦✉t ❝❛♥❞✐❞❛t ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s maxx∈X′ pl(x,X ′)✳
Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts X ′ ∈ PCS(P )✳
Pr❡✉✈❡ ❞❡ ✭❛✮ ✿ ❙♦✐t (ki)i∈N ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ X ′ = {x1, . . . , xℓ}
s♦✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦✉r P ✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ✈♦t❛♥t i ❡t✱ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡
❣é♥ér❛❧✐té✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ x1 ≻i · · · ≻i xℓ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ki /∈ {rkP (i, x) : x ∈ X ′}✳
❙✐ rkP (i, xj) < ki < rkP (i, xj+1) ❛✈❡❝ j ∈ {1, . . . , ℓ − 1}✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s r❡♠♣❧❛ç♦♥s ki ♣❛r
rkP (i, xj)✳ ❙✐ ki < rkP (i, x1) ♦✉ ki > rkP (i, xℓ)✱ ♥♦✉s r❡♠♣❧❛ç♦♥s ki ♣❛r rkP (i, xℓ)✳ ■❧ ♥✬❡st
♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ X ′ ❡t t♦✉❥♦✉rs ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r✳ ❊♥ ré♣ét❛♥t
❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ❛tt❡♥❞✉✳
Pr❡✉✈❡ ❞❡ ✭❜✮ ✿ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭❛✮✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (ki)i∈N t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡
s❝♦r❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t xj ∈ X ′ ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s pl(xj , X ′)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts
❞❡ X ′ s♦♥t ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉rs✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ X ′ s♦✐t ❛♣♣r♦✉✈é ❛✉
♠♦✐♥s maxx∈X′ pl(x,X ′) ❢♦✐s✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡
❡st ❞✐✣❝✐❧❡✱ ♠ê♠❡ r❡str❡✐♥t à ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①❡✱ ℓ ≥ 2✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦✜❧ P ✱ ✉♥ ❡♥t✐❡r ℓ ≥ 2 ❡t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts
X ′ t❡❧ q✉❡ |X ′| = ℓ✱ ❞é❝✐❞❡r s✐ X ′ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r P ❡st ◆P✲
❝♦♠♣❧❡t✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ◆P ♣♦✉r t♦✉t ℓ ≥ 2✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ℓ = 2 ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❛✉① ❛✉tr❡s ❝❛s✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①❛❝t ✸✲s❡t ❝♦✈❡r ✭❳✸❈
♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✮✳ ❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❳✸❈ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ m ❡♥s❡♠❜❧❡s
✶✹✶
✺✳ ❱❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
S = {S1, . . . , Sm} s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ Y = {y1, . . . , y3n} t❡❧ q✉❡
⋃m
i=1 Si = Y ❡t
|Si| = 3✱ ♣♦✉r i = 1, . . . ,m✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ J ⊆
{1, . . . ,m} ❞❡ t❛✐❧❧❡ n t❡❧ q✉❡
⋃
j∈J Sj = Y ✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♠♦♥tré ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❞❛♥s
●❛r❡② ❡t ❏♦❤♥s♦♥ ✭✶✾✼✾✮✳
❙♦✐t I = (S, Y )✱ ❛✈❡❝ S = {S1, . . . , Sm} ❡t Y = {y1, . . . , y3n}✱ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❳✸❈✳
◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛✈❡❝
ℓ = 2✱ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s 2m − n ✈♦t❛♥ts✱ N = {1, . . . ,m− n} ∪ {1′, . . . ,m′}
❡t m+ 2n+ 2 ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ X = E ∪ Y ∪ {a, b} ♦ù E = {e1, . . . , em−n}✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s
X ′ = {a, b} ❝♦♠♠❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝✐❜❧❡s✳ ▲❡ ♣r♦✜❧ P ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
• P♦✉r 1 ≤ i ≤ m− n✱ Pi ✿ E \ {ei} ≻i Y ≻i a ≻i ei ≻i b✳
• P♦✉r 1 ≤ j ≤ m✱ Pj′ ✿ b ≻j′ Y \ Sj ≻j′ E ≻j′ a ≻j′ Sj ✳
❈❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ′ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r
♣♦ss✐❜❧❡✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ J ⊆ {1, . . . ,m} ❛✈❡❝ |J | = n t❡❧
q✉❡
⋃
j∈J Sj = Y s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ {a, b} ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r P ✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ I ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ ❳✸❈✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ J ⊆
{1, . . . ,m} ❛✈❡❝ |J | = n t❡❧ q✉❡
⋃
j∈J Sj = Y ✳ ◆♦✉s ♣♦s♦♥s kj′ = rkP (j
′, a) ♣♦✉r j ∈ J ✳
P♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡s ✈♦t❛♥ts i ∈ N \ {j′ : j ∈ J}✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s ki = min{rkP (i, a), rkP (i, b)}✳
◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ a ❡t b s♦♥t ❛♣♣r♦✉✈és m ❢♦✐s t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ E ∪ Y
s♦♥t ❛♣♣r♦✉✈és ❛✉ ♣❧✉s m−1 ❢♦✐s✳ ❆✐♥s✐ X ′ = {a, b} ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡✳
■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ I ′ ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ (ki)i∈N ♦ù ki ∈ {rkP (i, a); rkP (i, b)}✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ✱ ❡t q✉❡ a ❡t b ❞♦✐✈❡♥t êtr❡
❛♣♣r♦✉✈és ❛✉ ♠♦✐♥s m ❢♦✐s✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ J ⊆ {1, . . . ,m} t❡❧ q✉❡ kj′ = rkP (j′, a) ♣♦✉r
j ∈ J ❡t kj′ = rkP (j′, b) ♣♦✉r j /∈ J ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡
⋃
j∈J Sj = X✱ ❝❛r
s✐♥♦♥ t♦✉t ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ X \
⋃
j∈J Sj ❞♦♠✐♥❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t a✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ |J | ≥ n✳
❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ |J | ≥ n+ 1 ❛❧♦rs a ❡st ❛♣♣r♦✉✈é ❛✉ ♠♦✐♥s m+ 1 ❢♦✐s✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s
✉♥ ✈♦t❛♥t i ∈ {1, . . . ,m−n} t❡❧ q✉❡ ki = rkP (i, b) ✭♣✉✐sq✉❡ a ❡t b s♦♥t ❛♣♣r♦✉✈és ❧❡ ♠ê♠❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s✮✳ ▼❛✐s ❛❧♦rs app(ei) ≥ app(a)✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ a ❡t b ❢♦r♠❡♥t ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r✳ ❉♦♥❝ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡ |J | = n ❡t
⋃
j∈J Sj = Y ✱ ❛✐♥s✐ I ❡st ✉♥❡
✐♥st❛♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦✉r X3C✳
◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ◆P✲
❝♦♠♣❧❡t q✉❛♥❞ ✐❧ ❡st r❡str❡✐♥t ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉rs ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✷✳ P♦✉r ét❡♥❞r❡ ❝❡
rés✉❧t❛t ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉rs ❞❡ t❛✐❧❧❡ ℓ✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣ré✲
❝é❞❡♥t❡ a ♣❛r {a1, . . . , aℓ−1} ❡t ❞❡ ♣♦s❡r X ′ = {b} ∪ {a1, . . . , aℓ−1}✱ ♣♦✉r ℓ ≥ 3✳
❊♥ rés✉♠é✱ s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és✱ ❧❡ s❡✉❧ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✐✣❝✐❧❡ ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①é❡✱ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉
✶✹✷
✺✳✸✳ ❊♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡
é❣❛❧❡ à ✷✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ✈❛✐♥q✉❡✉rs
✉♥✐q✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❞❡♠❛♥❞❡r♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❝❡s rés✉❧t❛ts s✬ét❡♥❞❡♥t ❛✉
❝❛s ♦ù ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts à ❛♣♣r♦✉✈❡r✳
✺✳✸✳✷ ❆✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r [d, k]✲❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❞❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐✛é✲
r❡♥❝❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ki ❞♦✐t êtr❡ t❡❧ q✉❡ d ≤ ki ≤ k✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ P ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r APd,k(P ) = {AP,
~k | ~k ∈ [d, k]n}✱ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡st ♥♦té PCSd,k(P )✳
❊①❡♠♣❧❡ ✭❙✉✐t❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✺✳✷✮✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦✜❧ ❞✬♦r❞r❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ PCS1,2(P ) = {{x1}, {x1, x2}}✳
❉❡ ♠ê♠❡ q✉✬❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✱ ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r s✐ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t x ❡st ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡
♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t ❞❡ ❧❡ ✈ér✐✜❡r ♣♦✉r ✉♥ ❝❤♦✐① s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡ ~k✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉
♠❡✐❧❧❡✉r ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r x✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✷✳ ❯♥ ❝❛♥❞✐❞❛t x ❡st ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r P s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ x
❡st ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s❡✉✐❧s ~k✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ki = rkP (i, x) s✐ rkP (i, x) ∈ [d, k]
❡t ki = d s✐♥♦♥✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ (⇐) ❡st ✈r❛✐❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ P♦✉r ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ {x} ∈ PCSd,k(P )✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r (k′i)i∈N ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ x ❡st ✈❛✐♥q✉❡✉r
✉♥✐q✉❡✳ ❙✐ ~k′ = ~k✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st t❡r♠✐♥é❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ♣r❡♥♦♥s ❧❡ ✈♦t❛♥t i ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧✉s
♣❡t✐t ✐♥❞✐❝❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t k′i 6= ki✳ ❙✐ k
′
i < ki ❛❧♦rs ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t k
′
i ← ki ♥♦✉s ❛✉❣♠❡♥t♦♥s
❞✬✉♥❡ ✉♥✐té ❧❡ s❝♦r❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t x✳ ❙✐ k′i ≥ ki✱ ❛❧♦rs ❡♥ ♣♦s❛♥t
k′i ← ki ❧❡ s❝♦r❡ ❞❡ x ♥✬❡st ♣❛s ❛❧téré✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞✐♠✐♥✉❡♥t
♦✉ st❛❣♥❡♥t✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ x ❞❡♠❡✉r❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ k′i ← ki✳ ❊♥
ré♣ét❛♥t ❝❡ ♣r♦❝é❞é ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ~k′ = ~k✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ❛tt❡♥❞✉✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✷ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❇r❛♠s ❡t ❙❛♥✈❡r ✭✷✵✵✻✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
♣♦✉r d = 1 ❡t k = m− 1✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧❡✉r ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦✜❧ str❛té❣✐q✉❡ ❝r✐t✐q✉❡ ♣♦✉r x✱
❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t q✉✐ r❛♥❣❡ x ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♠❛✉✈❛✐s ❝❛♥❞✐❞❛t ❛♣♣r♦✉✈❡
s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❀ ❧❡s ❛✉tr❡s ✈♦t❛♥ts ❛♣♣r♦✉✈❡♥t x ❡t t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♠❡✐❧❧❡✉r❡s q✉❡
❧✉✐✳ ❆❧♦rs x ❡st ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐ x ❡st ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❛♥s s♦♥ ♣r♦✜❧ str❛té❣✐q✉❡
❝r✐t✐q✉❡✳
❊♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡t
✈❛✐♥q✉❡✉rs ✉♥✐q✉❡s✱ ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ❞❡✉① ♥♦t❛t✐♦♥s ✿
D+P (x, y) = {i | rki(P, x) ≤ k, rki(P, y) > d ❡t x ≻i y}
✶✹✸
✺✳ ❱❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
❡t
D−P (x, y) = {i | rki(P, x) ≤ d ❡t rki(P, y) > k}
❆❧♦rs ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t x ❡st ✉♥ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ♣♦s✲
s✐❜❧❡✱ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✮ ♣♦✉r P s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r
t♦✉t y 6= x✱ |D+P (x, y)| ≥ |D
−
P (y, x)| ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ |D
+
P (x, y)| > |D
−
P (y, x)|✱ |D
−
P (x, y)| ≥
|D+P (y, x)|✱ |D
−
P (x, y)| > |D
+
P (y, x)|✮✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ❝❛s s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✲
✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r [d, k]✲❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡✱ ♠ê♠❡ r❡str❡✐♥t à ❞❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①❡✱ ℓ ≥ 2✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✶ ♣❡✉t êtr❡ ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
❡♥t✐❡r ℓ ≥ 2 ❡t d ≥ 2✱ ❞é❝✐❞❡r s✐ X ′ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r
[d, k]✲❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ s♦✉s ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ q✉❡ |X ′| = ℓ✱ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ ♣♦✉r k q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ♣r♦✜❧ P ✱ tr♦✐s ❡♥t✐❡rs ℓ ≥ 2✱ d ≥ 2✱ ❡t k✱ ❡t ✉♥ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts X ′ t❡❧ q✉❡ |X ′| = ℓ✱ ❞é❝✐❞❡r s✐ X ′ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r
♣♦ss✐❜❧❡ s✉r P ♣♦✉r ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r [d, k]✲❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳
❉❡ ♣❧✉s✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✶ s✬ét❡♥❞ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❛✉ ✈♦t❡ ♣❛r [1,m− 2]✲
❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ ❝❛r ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❛✉❝✉♥ ✈♦t❛♥t ♥✬❛♣♣r♦✉✈❡ ♣❧✉s ❞❡ m − 2
❝❛♥❞✐❞❛ts✳
❊♥ rés✉♠é✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s s♦♥t
s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡✉① ❞✉ ❝❛s s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ▲❡ s❡✉❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ✷ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❛r❛❝✲
tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ✈❛✐♥q✉❡✉rs ✉♥✐q✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❡♥ ♣❧✉s
✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡t ✈❛✐♥q✉❡✉rs ✉♥✐q✉❡s✱ ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t
♥é❝❡ss❛✐r❡s✳
✺✳✸✳✸ ➱t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣✲
♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s ✿ ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❞✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r
❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡s s❡✉✐❧s ❡t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬é❧✐r❡ ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛ ❛✈❡❝ ✉♥ t✐r❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
❡t ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s s❡✉✐❧s✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡st ❝♦♥❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❡①♣❧♦r❡r ❝❡s
❞❡✉① q✉❡st✐♦♥s✳ ❊❧❧❡ ♥✬❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♠❛✐s ♣❧✉tôt
❞❡s ✐♥❞✐❝❡s s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❢❛❝❡ à ❝❡s ❞❡✉① q✉❡st✐♦♥s✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s
q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✳
✶✹✹
✺✳✸✳ ❊♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡
✺✳✸✳✸✳❛ ❍②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ✈♦t❛♥t ✿
• ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝✉❧t✉r❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧❡ s✐♠✉❧❡ ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❞♦♥t ❧❡s ❛✈✐s s♦♥t
❧❡ ♣❧✉s ❞✐s♣❡rsés ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞♦♥t ❧❡s ✈♦t❡s s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠é✲
♠❡♥t ré♣❛rt✐s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦t❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡
q✉❡✱ ♣♦✉r ❝♦♥st✐t✉❡r ✉♥ ♣r♦✜❧✱ ♥♦✉s t✐r❡r♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ✐♥t❡r♣rét❡r ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛✉ ♣✐r❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s t♦✉t ❛✉tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❞❛♥s
❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s✱ ❧❡s ✈♦t❡s s❡r♦♥t t♦✉❥♦✉rs ♠♦✐♥s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞✐s♣❡rsés✳
• ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛❧❧♦✇s s✐♠✉❧❡ ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ ❝❡♥tré❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ✈♦t❡
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ♣❛r❛♠étré ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ✈♦t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ q✉✐ ❞é✜♥✐t à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞✐s♣❡rsé❡ ❛✉t♦✉r
❞❡ ❝❡ ✈♦t❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❑❡♥❞❛❧❧✱ τ(u, v)✱
❡♥tr❡ ❞❡✉① ♦r❞r❡s u, v ✿
τ(u, v) =
Con(u, v)−Dic(u, v)
1
2 · n · (n− 1)
,
♦ù Con(u, v) ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ♣❛r ♣❛✐r❡s ❝♦♥❝♦r❞❛♥t❡s ❡♥tr❡ u
❡t v✱ ❡t Dis(u, v) ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ♣❛r ♣❛✐r❡s ❞✐s❝♦r❞❛♥t❡s ❡♥tr❡
u ❡t v✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ✈♦t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ v0 ❡t ✉♥❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ θ✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
q✉✬✉♥ ✈♦t❡ v s♦✐t t✐ré ❞é♣❡♥❞ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❑❡♥❞❛❧❧✲❚❛✉ ❡♥tr❡ v ❡t v0✳
❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡ à ✿ P (v) = K1 · θ(K2·τ(v0,v))✱ ♦ù K1 ❡t K2 ❞és✐❣♥❡♥t ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
q✉✐ s❡ s✐t✉❡♥t ❡♥tr❡ ❧❛ ❝✉❧t✉r❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧❡ ✭❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡✱ θ = 1✮ ❡t ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥
♦ù t♦✉s ❧❡s ✈♦t❛♥ts s♦♥t ❞✬❛❝❝♦r❞ s✉r ❧❡ ✈♦t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♥✉❧❧❡✱ θ = 0)✳
✺✳✸✳✸✳❜ ❙❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉ s❡✉✐❧
➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬♦r❞r❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧✬✐ss✉❡ ❞✉ ✈♦t❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ s❡✉✐❧
❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐ ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r à q✉❡❧ ♣♦✐♥t
❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡st s❡♥s✐❜❧❡ à ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s❡✉✐❧s✳ ◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❝❡tt❡
q✉❡st✐♦♥ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ét✉❞✐❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝✉❧t✉r❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❣é♥éré 5·103 ♣r♦✜❧s ❞✬♦r❞r❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭❤②♣♦t❤ès❡
❞❡ ❝✉❧t✉r❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧❡✮✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦✜❧s ♥♦✉s ❛✈♦♥s t✐rés 5 · 103 ✈❡❝t❡✉rs ❞❡
s❡✉✐❧s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✺✳ P✉✐s✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s❡✉✐❧s✱ ♥♦✉s
✺✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s r❡t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ✭❝✉❧t✉r❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧❡ ❡t ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛❧❧♦✇s✮✱ ♥♦✉s
t✐r❡r♦♥s ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s❡✉✐❧s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡✳
✶✹✺
✺✳ ❱❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ✈❛✐♥q✉❡✉r ✻✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞✬♦r❞r❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♦r❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡
❣❛❣♥❡r ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✱ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞✬♦r❞r❡s✱
❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣❛❣♥❡r✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s♦♥t rés✉♠és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✳
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❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ P❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣❛❣♥❡r s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝✉❧t✉r❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧❡✳
◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t é❧❡✈é❡ ✭❛✉✲
❞❡ss✉s ❞❡ ✵✱✺✺✮ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❡t ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳
❈❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞é❝r♦ît q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❝❛r ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s❡♠❜❧❡ êtr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳ ▲❡s é❝❛rts ♦❜s❡r✈és ❧♦rsq✉❡ n = 5 s✬❡①♣❧✐q✉❡♥t ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❛✈❡❝
✺ ✈♦t❛♥ts✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t t✐r❡r ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦✜❧s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡s ✈♦t❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡✳ P♦✉r ✈ér✐✜❡r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✱
♦❜s❡r✈♦♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
✈♦t❛♥ts✱ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡st é❣❛❧ à ✺✱ ✷✵ ❡t ✺✵✳
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♠ ❂ ✺
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ P❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳
▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣❛❣♥❡r ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
✈♦t❛♥ts s❡♠❜❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞é❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐té ❞é❝r♦ît ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛✉❣♠❡♥t❡✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣❛❣♥❡r✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
❧❡s s❡❝♦♥❞❡s ❡t tr♦✐s✐è♠❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❣❛❣♥❡r✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ♣♦✉r n = 5✳
❈❡s tr♦✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡s
❞✐♠✐♥✉❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❈❡tt❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ s❡ r❛❧❡♥t✐t ❛✉
✻✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥ ❝❛s ❞✬é❣❛❧✐té✳
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✺✳✸✳ ❊♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡
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❚r♦✐s✐è♠❡
❉❡✉①✐è♠❡
Pr❡♠✐èr❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ▲❡s tr♦✐s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ♣♦✉r n = 5✳
❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡✱ ❧❛✐ss❛♥t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡✳
P♦✉r ❡①♣❧♦r❡r ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉❣♠❡♥té ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❥✉sq✉✬à ✷✼✺✳
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés rés✉♠é❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✳
✶✵✵ ✶✷✺ ✶✺✵ ✶✼✺ ✷✵✵ ✷✷✺ ✷✺✵ ✷✼✺
✵✱✷
❚r♦✐s✐è♠❡
❉❡✉①✐è♠❡
Pr❡♠✐èr❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ▲❡s tr♦✐s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ♣♦✉r n = 5
❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❡st t♦✉❥♦✉rs s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡✲
❞✐t ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❝❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡✳ P♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ♦✉ ✐♥✜r♠❡r
❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❣❛❣♥❡r s❡♠❜❧❡
♥é❝❡ss❛✐r❡ ♠❛✐s ♥♦✉s ♥❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s ✈♦t❡s✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❞❡ ▼❛❧❧♦✇s✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛❧❧♦✇s ❡st ♣❛r❛♠étré à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ s♦♥t ❧❡ ✈♦t❡ ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❙❛♥s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❝♦♠♠❡ ✈♦t❡
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡ ✵✱✺ ✼✳
➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛❧❧♦✇s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ❧❡s ♠ê♠❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s q✉✬❛✈❡❝
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝✉❧t✉r❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s♦♥t rés✉♠és ❞❛♥s
❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é❡
❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛❧❧♦✇s q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ❝♦❤ér❡♥t ♣✉✐sq✉❡
✼✳ ❆✈❡❝ ❞❡s ❞✐s♣❡rs✐♦♥s s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡✉① ♣rés❡♥tés✳
✶✹✼
✺✳ ❱❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
♠\ ♥ ✺ ✷✵ ✺✵ ✶✵✵
✺ ✵✱✻✼ ✵✱✽✷ ✵✱✾✸ ✵✱✾✽
✷✵ ✵✱✹✶ ✵✱✻✷ ✵✱✼✺ ✵✱✽✻
✺✵ ✵✱✷✹ ✵✱✹✻ ✵✱✻✵ ✵✱✼✶
✶✵✵ ✵✱✶✺ ✵✱✸✸ ✵✱✹✽ ✵✱✺✾
❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✕ P❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛❧❧♦✇s✳
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛❧❧♦✇s s✐♠✉❧❡ ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠♦✐♥s ❞✐s♣❡rsé❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✐♠✐♥✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❛♥❞✐❞❛ts ❛✉❣♠❡♥t❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡
❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❧✉s ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st ❣r❛♥❞✱ ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❡s à ♣r♦①✐♠✐té ❞✉ ✈♦t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st
é❧❡✈é✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ st❛❜✐❧✐té ❛✉t♦✉r ❞✉ ✈♦t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❧♦rs ❞✉ t✐r❛❣❡
❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s❡✉✐❧s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❛✉ss✐ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s s❡❝♦♥❞❡s ❡t tr♦✐s✐è♠❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❧❡s ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ♣♦✉r n = 5✳
✺ ✷✵ ✹✵ ✻✵ ✽✵ ✶✵✵
✵✳✷
✵✳✺
❚r♦✐s✐è♠❡
❉❡✉①✐è♠❡
Pr❡♠✐èr❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ▲❡s tr♦✐s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ♣♦✉r n = 5✳
❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s❡♠❜❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡
❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡s ❞✐♠✐♥✉❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❈❡tt❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥
s❡ r❛❧❡♥t✐t ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ r❛❧❡♥t✐ss❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞❡ ❝✉❧t✉r❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧❡✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧✬✐ss✉❡ ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♣❧✉s st❛❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
✈♦t❛♥ts ❡st é❧❡✈é ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❢❛✐❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡
❣❛❣♥❡r ❛tt❡✐♥t ✵✱✺✺ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝✉❧t✉r❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧❡ ❡t ❥✉sq✉✬à ✵✱✾✽ s♦✉s ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ▼❛❧❧♦✇s ✭❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts é❣❛❧ à ✶✵✵✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❛♥❞✐❞❛ts ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞é❝r♦ît r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧✬✐ss✉❡ ❞✉ ✈♦t❡ ❜✐❡♥
♠♦✐♥s ♣ré✈✐s✐❜❧❡✳
✶✹✽
✺✳✸✳ ❊♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡
✺✳✸✳✸✳❝ Pr♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬é❧✐r❡ ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛ ❧♦rs ❞✬✉♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛✲
t✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬é❧✐r❡ ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛ ❧♦rs✲
q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬♦r❞r❡s✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s à ✉♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡♥ t✐r❛♥t
❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❡t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s❡✉✐❧s ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬♦r❞r❡s P s✉r X ❡t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s❡✉✐❧s ~k✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ AP,
~k ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ✐♥❞✉✐t ♣❛r ~k s✉r P ✱ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿
AP,
~k = 〈(P1)
1→k1 , . . . , (Pn)
1→kn〉
➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬♦r❞r❡s✱ P ✱ ♥♦✉s t✐r♦♥s ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s❡✉✐❧s✱ ~k✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡
❡t ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s AP,
~k✱ ❡t ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ✈❛✐♥q✉❡✉r ✽
♣♦✉r ❝❡ ♣r♦✜❧✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡ s❝♦r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡s♣éré ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❛♥s AP,
~k
❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à s♦♥ s❝♦r❡ ❞❡ ❇♦r❞❛ ❞❛♥s P ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛ ♣♦ssè❞❡ ❧❡
♣❧✉s ❣r❛♥❞ s❝♦r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡s♣éré✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ ♣♦s❡ ✐❝✐ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r à q✉❡❧❧❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r
❞❡ ❇♦r❞❛ ❞✬✉♥ ♣r♦✜❧ P ❡st é❧✉ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ t✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❧❡s s❡✉✐❧s ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à s❛✈♦✐r s✐ ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛ ❡st ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛✈❡❝ ❧❛
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛
♣♦ssè❞❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ s❝♦r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡s♣éré ♠❛✐s ♦♥ s❛✐t ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t q✉✐
♣♦ssè❞❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ s❝♦r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡s♣éré ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t q✉✐
❣❛❣♥❡ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ✾ s✉✐✈❛♥t ✐❧❧✉str❡ ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✸✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ✈♦t❛♥ts✱ N = {1, 2, 3, 4}✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ q✉❛tr❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts X = {x1, x2, x3, x4} ❡t ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞✬♦r❞r❡s s✉✐✈❛♥t ✿
P1 : x1 ≻ x3 ≻ x2 ≻ x4
P2 : x1 ≻ x4 ≻ x2 ≻ x3
P3 : x2 ≻ x3 ≻ x1 ≻ x4
P4 : x2 ≻ x3 ≻ x1 ≻ x4
▲❡s s❝♦r❡s ❞❡ ❇♦r❞❛ ❞❡ x1✱ x2✱ x3 ❡t x4✱ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✽✱ ✽✱ ✻ ❡t ✷✳ ▲❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts x1
❡t x2 ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ s❝♦r❡ ❞❡ ❇♦r❞❛ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡✉rs ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ✈♦t❡s s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s✳
❆✐♥s✐ ❧❡s s❝♦r❡s ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❡s♣érés ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts x1 ❡t x2 s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t à ❝❛✉s❡ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ x3 ❡t x4✱ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s❡✉✐❧s (2, 2, 0, 0) ❡t (0, 0, 2, 2)✱ q✉✐ s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s
♣❛r r❛♣♣♦rt à x1 ❡t x2✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s❡✉✐❧s ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ✈❛✐♥q✉❡✉r
♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ x1✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡① ❛❡q✉♦✱ x2
❡t x3✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t x1 ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❧♦rs ❞✬✉♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
❧é❣èr❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ x2✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts s♦♥t ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❞❡ ❇♦r❞❛✳
✽✳ ❊♥ ❝❛s ❞✬é❣❛❧✐té✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ r❛♥❞♦♠✐sé ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡✳
✾✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❏✉st✐♥ ❑r✉❣❡r q✉✐ ❛ ♣♦rté ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ à ♠❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✳
✶✹✾
✺✳ ❱❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ét✉❞✐❡r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡
❇♦r❞❛ ❡st é❧✉ ❧♦rs ❞✬✉♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ t✐r❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s s❡✉✐❧s✳
❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r t✐r❡r ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞✬♦r❞r❡s s❡❧♦♥ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞❡ ❝✉❧t✉r❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧❡✱ ♣♦✉r r❡✈❡♥✐r ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛❧❧♦✇s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳
▲❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❣é♥éré
103 ♣r♦✜❧s ❞✬♦r❞r❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝✉❧t✉r❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧❡✮✳
P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦✜❧s ♥♦✉s ❛✈♦♥s t✐rés 103 ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s❡✉✐❧s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐✲
❢♦r♠❡✳ P✉✐s✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s❡✉✐❧s✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ✈❛✐♥q✉❡✉r ✶✵✳
❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞✬♦r❞r❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❝❛♥❞✐❞❛t✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡
❣❛❣♥❡r ✭❛♣♣❡❧é ❝❛♥❞✐❞❛t é❧✉ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✮ ❛✈❡❝ ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦✜❧
❞✬♦r❞r❡s t✐ré✳ ❊♥ ❛❣ré❣❡❛♥t ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t
❛✈❡❝ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣❛❣♥❡r s♦✐t ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛✳ ❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷
s❡ tr♦✉✈❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣❛❣♥❡r s♦✐t ✉♥
✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝✉❧t✉r❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧❡✳
♠\ ♥ ✺ ✷✵ ✺✵ ✶✵✵
✺ ✵✱✽✷ ✵✱✾✵ ✵✱✾✷ ✵✱✾✹
✷✵ ✵✱✼✻ ✵✱✽✷ ✵✱✽✻ ✵✱✽✾
✺✵ ✵✱✼✺ ✵✱✽✵ ✵✱✽✺ ✵✱✽✼
✶✵✵ ✵✱✼✹ ✵✱✼✾ ✵✱✽✹ ✵✱✽✼
❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ✕ Pr♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t é❧✉ s♦✐t ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡
❝✉❧t✉r❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧❡✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❝❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✈❛r✐❡♥t ❡♥tr❡ ✵✱✼✹ ❡t ✵✱✾✹✱ ❝❡❧❛ ❝♦♥✜r♠❡
q✉❡ ❧❡ t✐r❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡s s❡✉✐❧s t❡♥❞ à é❧✐r❡ ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✐♠✐♥✉❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts
❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❈❡❝✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❡t ❞♦♥❝ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡s ✈♦t❡s s♦✐❡♥t ❞✐s♣❡rsés✳
■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❖♥
♣❡✉t ❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡❧❛ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts✱ ♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❡s
❝❤❛♥❝❡s ❞❡ s❡ tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦✜❧ ♣❛t❤♦❧♦❣✐q✉❡ ♦ù ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛ ♥✬❡st ♣❛s ❝❡❧✉✐
q✉✐ ❣❛❣♥❡ ❧❡s ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♥❡ t❡♥❞❡♥t ♣❛s ✈❡rs ✶ ❧♦rsq✉❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❝❛r ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣r♦✜❧s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r
❞❡ ❇♦r❞❛ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣❛❣♥❡r✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs s❡
❞❡♠❛♥❞❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r n = 20 ❡t m = 20✱ q✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ♣❛rt ❞❡s ♣r♦✜❧s ♦ù ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t
❝❤♦✐s✐ ♥✬❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛s ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛ ❡t ❧❛ ♣❛rt ❞❡s ♣r♦✜❧s ♦ù ❧❡ t✐r❛❣❡ ❞❡
103 ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s❡✉✐❧s ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ❧❛
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣❛❣♥❡r✳ P♦✉r ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ n = 20 ❡t m = 20✱ ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ♣❛r
❞✐① ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s❡✉✐❧s t✐rés✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ 0, 83✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
✶✵✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥ ❝❛s ❞✬é❣❛❧✐té✳
✶✺✵
✺✳✸✳ ❊♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡
❞✬é❧✐r❡ ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛ ♥✬❛✉❣♠❡♥t❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❛✉❣♠❡♥t❡ ♣❛s ❛ss❡③ ♣♦✉r r❡♠❡ttr❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦✜❧s
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬êtr❡ é❧✉ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r
❞❡ ❇♦r❞❛✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬é❧✐r❡ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts é❣❛❧ à ✺✱ ✷✵ ❡t ✺✵✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s
❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t✳
✺ ✷✵ ✹✵ ✻✵ ✽✵ ✶✵✵
✵✱✺✵
✵✱✼✵
✵✱✾✵ ♥❂✺✵
♥❂✷✵
♥❂✺
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✕ Pr♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t é❧✉ s♦✐t ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝✉❧t✉r❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧❡✳
❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❛♥❞✐❞❛ts ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❡t s❡♠❜❧❡ ♠ê♠❡ st❛❣♥❡r ❛ss❡③ r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝r♦ît ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❝r♦ît✳
▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬é❧✐r❡ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛ ❡st ❞♦♥❝ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t é❧❡✈é❡ s♦✉s
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝✉❧t✉r❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧❡✳ ■♥tér❡ss♦♥s ♥♦✉s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡ s❝♦r❡
❞❡ ❇♦r❞❛ ❞✉ ❝❛♥❞✐❞❛t é❧✉ ❡t ❞✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡
❧❡ s❝♦r❡ ❞❡ ❇♦r❞❛ ❞✉ ❝❛♥❞✐❞❛t é❧✉ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts é❣❛❧ à ✺✱ ✷✵ ❡t ✺✵✳
✺ ✷✵ ✹✵ ✻✵ ✽✵ ✶✵✵
✵✱✺✵
✵✱✼✵
✵✱✾✵ ♥❂✺✵
♥❂✷✵
♥❂✺
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✕ ❘❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡ ❇♦r❞❛ ❞✉ ❝❛♥❞✐❞❛t é❧✉ ❡t ❞✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝✉❧t✉r❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧❡✳
❖♥ ♦❜s❡r✈❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡ ❇♦r❞❛ ❞✉ ❝❛♥❞✐❞❛t é❧✉ ❡t
❞✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬é❧✐r❡ ✉♥
✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛✳
➱t✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬é❧✐r❡ ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
▼❛❧❧♦✇s ❝♦♠♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❡s ♣r♦✜❧s✳
❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡
✶✺✶
✺✳ ❱❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣❛❣♥❡r s♦✐t ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛✱ s♦✉s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛❧❧♦✇s✳
♠\ ♥ ✺ ✷✵ ✺✵ ✶✵✵
✺ ✵✱✽✷ ✵✱✾✼ ✵✱✾✾ ✵✱✾✾
✷✵ ✵✱✾✼ ✵✱✽✻ ✵✱✾✼ ✵✱✾✾
✺✵ ✵✱✼✺ ✵✱✻✻ ✵✱✽✼ ✵✱✾✽
✶✵✵ ✵✱✼✹ ✵✱✻✼ ✵✱✻✾ ✵✱✽✾
❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ✕ Pr♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t é❧✉ s♦✐t ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
▼❛❧❧♦✇s
❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡
❧❛ ❝✉❧t✉r❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s♦♥t ♣r❡sq✉❡ t♦✉t❡s ♣❧✉s é❧❡✈é❡s q✉❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦❤ér❡♥t ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ❞❡s ♣r♦✜❧s ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t é❧✉ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❛✉❣♠❡♥t❡
❡t ❞✐♠✐♥✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛✉❣♠❡♥t❡✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✼ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬é❧✐r❡ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts é❣❛❧ à ✺✱ ✷✵ ❡t ✺✵✳
✺ ✷✵ ✹✵ ✻✵ ✽✵ ✶✵✵
✵✱✺✵
✵✱✼✵
✵✱✾✵
♥❂✺✵
♥❂✷✵
♥❂✺
❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✕ Pr♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬é❧✐r❡ ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐✲
❞❛ts✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛❧❧♦✇s✳
❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❡t r❛❧❡♥t✐t
❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱
♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❛✉❣♠❡♥t❡✳
▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬é❧✐r❡ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛ ❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛❧❧♦✇s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝✉❧t✉r❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧❡✱ ✐♥tér❡ss♦♥s ♥♦✉s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡ s❝♦r❡
❞❡ ❇♦r❞❛ ❞✉ ❝❛♥❞✐❞❛t é❧✉ ❡t ❞✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✽ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡
❧❡s s❝♦r❡s ❞❡ ❇♦r❞❛ ❞✉ ❝❛♥❞✐❞❛t é❧✉ ❡t ❞✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts é❣❛❧ à ✺✱ ✷✵ ❡t ✺✵✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❛✉ss✐ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡ s❝♦r❡ ❞❡ ❇♦r❞❛ ❞✉ ❝❛♥❞✐❞❛t é❧✉ ❡t ❞✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r
❞❡ ❇♦r❞❛ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉① ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬é❧✐r❡ ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r
❞❡ ❇♦r❞❛✳
✶✺✷
✺✳✹✳ ❊♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡
✺ ✷✵ ✹✵ ✻✵ ✽✵ ✶✵✵
✵✱✺✵
✵✱✼✵
✵✱✾✵
♥❂✺✵
♥❂✷✵
♥❂✺
❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ✕ ❘❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡ ❇♦r❞❛ ❞✉ ❝❛♥❞✐❞❛t é❧✉ ❡t ❞✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛❧❧♦✇s✳
❊♥ rés✉♠é✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬êtr❡
é❧✉ s♦✐t ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t é❧❡✈é❡ ✭s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✵✱✼✹✮✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞✐♠✐♥✉❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❡t ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛❧❧♦✇s ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♣❧✉s
é❧❡✈é❡s q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉❧t✉r❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧❡✳
✺✳✸✳✹ ❘és✉♠é
❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡
s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡ s❡✉❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❡st ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①é❡✱ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ✷✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳
P✉✐s✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t s✐✲
♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡✉① ❞✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❛♥t✳ ▲❡ s❡✉❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①é❡✱ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ✷ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥
❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ✈❛✐♥q✉❡✉rs ✉♥✐q✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❡♥ ♣❧✉s ✉♥❡ ❝❛r❛❝té✲
r✐s❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡t ✈❛✐♥q✉❡✉rs ✉♥✐q✉❡s✱ ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♣♦✉r ❡①♣❧♦r❡r ❞❡✉① q✉❡st✐♦♥s ✿ ❧❛ s❡♥✲
s✐❜✐❧✐té ❞✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡s s❡✉✐❧s ❡t ❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ❧❛
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬êtr❡ é❧✉ ❡t ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛✳
▲✬✐ss✉❡ ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♣❧✉s st❛❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st é❧❡✈é
❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❢❛✐❜❧❡✱ ❛tt❡✐❣♥❛♥t ✵✱✺✺ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝✉❧t✉r❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧❡
❡t ✵✱✾✽ s♦✉s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛❧❧♦✇s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛✉❣♠❡♥t❡✱
❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞é❝r♦ît r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧✬✐ss✉❡ ❞✉ ✈♦t❡ ❜✐❡♥ ♠♦✐♥s ♣ré✈✐s✐❜❧❡✳
▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬êtr❡ é❧✉ s♦✐t ❧❡
✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t é❧❡✈é ✭s✉♣ér✐❡✉r à ✵✱✼✹✮✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✐♠✐♥✉❡
❧é❣èr❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❡t ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
✈♦t❛♥ts ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛❧❧♦✇s ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♣❧✉s é❧❡✈é❡s q✉❡
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉❧t✉r❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧❡✳
✶✺✸
✺✳ ❱❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
✺✳✹ ❊♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r♦♥s s✉r ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs
♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①é❡✱ ℓ✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❧✐é❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s
❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s ✭❝❡♣❡♥❞❛♥t s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉
❝♦♠✐té à é❧✐r❡✮✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ét❡♥❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡
♦ù ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛♥❞✐❞❛ts s♦♥t ✈❛✐♥q✉❡✉rs✳
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ ✐❝✐ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❯♥ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦✜❧ P ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
X ′ ⊆ X✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ℓ✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s❡✉✐❧s ~k = (ki)i∈N t❡❧ q✉❡ s✐ ❝❤❛q✉❡
✈♦t❛♥t i ❛♣♣r♦✉✈❡ s❡s ki ♠❡✐❧❧❡✉rs ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ❛❧♦rs X ′ ❡st ❧❡ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ✭✉♥✐q✉❡✮
♣♦✉r ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ AP,
~k✳
▲❛ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥ ❝♦♠✐té ❞♦♥♥é ♣❡✉t êtr❡
✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞♦♥♥é ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬♦r❞r❡s P s✉r X ❡t ✉♥ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ X ′ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ X ′ ❡st✲✐❧ ✉♥ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r P ❄
❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❝♦♠✐tés✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té
✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ✶✶ ❡st tr✐✈✐❛❧
❝❛r s✐ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ❛♣♣r♦✉✈❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ❛❧♦rs ❝❤❛q✉❡ ℓ✲❝♦♠✐té ❡st ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r✳
❆✐♥s✐ t♦✉s ❧❡s ℓ✲❝♦♠✐tés s♦♥t ❞❡s ℓ✲❝♦♠✐tés ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s✳
❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t x ∈ X ❡st ❞✐t ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ s✐ ✐❧ ❛♣✲
♣❛rt✐❡♥t à ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡t ✈❛✐♥q✉❡✉r ♥é❝❡ss❛✐r❡ s✐ ✐❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t
à t♦✉t ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡✳
❈❡s ♥♦t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❛✉ ✈♦t❡ ♣❛r [1, k]✲❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❛❧♦rs ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ s✉r ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r [1, k]✲❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳
❊♥✜♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡♥ ✈♦t❡
♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❈❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r♦♥s s✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ q✉✐ ❝❤♦✐s✐t
❧❡s ℓ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ s❝♦r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r✳ ❉✬❛❜♦r❞✱
♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s
❛✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ét❡♥❞r♦♥s
♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✉① ❛✉tr❡s rè❣❧❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à
✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✳
✶✶✳ ❯♥ ❝♦♠✐té ❡st ✉♥ ℓ✲❝♦♠✐té ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ s✐ ✐❧ ❡st ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳
✶✺✹
✺✳✹✳ ❊♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s
✺✳✹✳✶ ❆♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡
✺✳✹✳✶✳❛ ❈♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡
✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✳
❆✈❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦❜s❡r✈♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳
▲❡♠♠❡ ✷✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ♣r♦✜❧ P ❡t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts X ′ = {x′1, x
′
2}✳ ❙✐
X ′ ❡st ✉♥ 2✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r P ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (ki)i∈N s❛t✐s❢❛✐s❛♥t
❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ |{i ∈ N : rkP (i, x′1) ≤ ki}| = |{i ∈ N : rkP (i, x
′
2) ≤ ki}|✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡
q✉❡ x′1 ❡t x
′
2 ♣♦ssè❞❡ ❧❡ ♠ê♠❡ s❝♦r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳
Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣r♦✜❧ P ✱ ✉♥ 2✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡✱ X ′ = {x′1, x
′
2}✱ ❡t
✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s❡✉✐❧s (ki)i∈N t❡❧ q✉❡ X ′ ❡st ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù app(x′1) > app(x
′
2)✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈♦✲
t❛♥ts N ′ ⊂ N ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✭app(x′1) − app(x
′
2)✮ t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t i ∈ N
′✱ ♦♥ ❛
rkP (i, x
′
1) ≤ ki < rkP (i, x
′
2)✳
◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ (k′i)i∈N t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
(i) P♦✉r i ∈ N ′✱ k′i = rkP (i, x
′
2)✳
(ii) P♦✉r i ∈ N\N ′✱ k′i = ki.
❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ (ki)i∈N ✱ ❧❡ s❝♦r❡ ❞❡ x′2 ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞❡ ✭app(x
′
1)− app(x
′
2)✮✱
❧❡ s❝♦r❡ ❞❡ x′1 ❡st ✐♥❝❤❛♥❣é ❡t ❧❡ s❝♦r❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ x ∈ X\X
′ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞✬❛✉ ♣❧✉s
✭app(x′1)− app(x
′
2)✮✳ ❆✐♥s✐ X
′ ❞❡♠❡✉r❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡t ❧❡ s❝♦r❡ ❞❡ x′1 ❡st é❣❛❧
❛✉ s❝♦r❡ ❞❡ x′2✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ 2✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à rés♦✉❞r❡ ♣♦✉r ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✹✳ P♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ 2✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st
◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✱
❧❡ 2✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ 2✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st
❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts N ✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts X✱ ✉♥ ♣r♦✜❧ P ✱ ❡t ✉♥ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts X ′ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✷✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r
(ki)i∈N t❡❧ q✉❡ s✐ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t i ❛♣♣r♦✉✈❡ s❡s ki ♠❡✐❧❧❡✉rs ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st X ′✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♠♦♥tré ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✶✳
❙♦✐t I ❂ (P,N,X,X ′) ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ 2✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✲✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ I✱
♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ 2✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s N ✱ X✱ P ✱
✶✺✺
✺✳ ❱❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
❡t X ′✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r I s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r I ′✳
❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r I✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♠ê♠❡ ✈❡❝t❡✉r (ki) ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r I ′✳
■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (ki)i∈N ♣♦✉r I ′✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡
✷✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (k′i)i∈N t❡❧❧❡ q✉❡ x
′
1 ❡t x
′
2 ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ s❝♦r❡
❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r (k′i)i∈N ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r I✳
❈❡❧❛ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡ 2✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳ ◆♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ét❡♥❞r❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❛✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♣♦✉r ℓ ≥ 2✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✺✳ P♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st
◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ ♣♦✉r ℓ ≥ 2✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ 2✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡✳
❙♦✐t I ❂ (P,N,X,X ′) ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ 2✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ I ♥♦✉s
❝♦♥str✉✐s♦♥s I ′ ❂(P ′, N ′, Y, Y ′, ℓ)✱ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
• N ′ ❂ N ✱
• Y ❂ X ∪ E✱
• Y ′ ❂ X ′ ∪ E✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ E = {ei}i=1...ℓ−2 ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ℓ− 2 ❝❛♥❞✐❞❛ts ❢❛❝t✐❝❡s✳ P♦✉r t♦✉t ✈♦t❛♥t
i ∈ N ✱ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ X s♦♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡s✳ P♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❢❛❝t✐❝❡s✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ′✱ ❡t ♣♦✉r
t♦✉t y ∈ Y \E✱ e1 >i e2 >i . . . eℓ−2 >i y✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❧♦rs ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I ′✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (ki)i∈N ♣♦✉r I✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r (k′i)i∈N ′
♣♦✉r I ′ t❡❧ q✉❡ k′i = ki+(ℓ− 2)✳ ▲❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❢❛❝t✐❝❡s {ei}i=1...ℓ−2 ❞♦♠✐♥❡♥t ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts
y ∈ Y \E✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ℓ−2 ❝❛♥❞✐❞❛ts ❢❛❝t✐❝❡s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠✐té
✈❛✐♥q✉❡✉r✳ ❉❡ ♣❧✉s ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ❧❡ s❝♦r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts y ∈ Y \E ❡st ❧❡
♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❞❛♥s x ∈ X✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s s❝♦r❡s ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝✐❜❧❡s y′1 ❡t y
′
2 s♦♥t s✉♣ér✐❡✉rs ❛✉① s❝♦r❡s ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ y ∈ Y \Y
′✳ ▲❡
✈❡❝t❡✉r (k′i)i∈N ′ ❡st ❞♦♥❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ I
′✳
■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (k′i)i∈N ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I
′✳ ❆❧♦rs ♥♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r (ki)i∈N ♣♦✉r I t❡❧ q✉❡
ki =
{
k′i − (ℓ− 2), s✐ k
′
i ≥ (ℓ− 2),
0, s✐♥♦♥✳
✶✺✻
✺✳✹✳ ❊♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s
❆✈❡❝ ❝❡ ✈❡❝t❡✉r✱ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts x ∈ X ❞❡ I ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ s❝♦r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❞❡ y ∈ Y \E ❞❡ I ′✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝♦♠✐té X ′ = {x′1, x
′
2} ❡st ✉♥ ❧❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r
❞❡ I✳
❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ❧❡
✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❣é♥ér❛❧✐sé ❛✉ ✈♦t❡ ♣❛r [1, k]✲❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣❛r
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✻✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✻✳ P♦✉r ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r [1, k]✲❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✱ k ≥ 3✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té
✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ ♣♦✉r ℓ ≥ 2✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡✱
❝♦♥s✐st❛♥t à ❛❥♦✉t❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❢❛❝t✐❝❡s à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s
❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✺✳
❊♥ rés✉♠é✱ ❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ℓ ≥ 2✳
✺✳✹✳✶✳❜ ❈❛♥❞✐❞❛t ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡t
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t à ✉♥ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r✱ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ♣♦s✲
s✐❜❧❡ à ✉♥ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡✉① ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥s s✐♠♣❧❡s ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts
✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳ P♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✱ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t x ❡st ❝❛♥❞✐❞❛t ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡
♣♦✉r P s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ x ♥✬❡st ♣❛s P❛r❡t♦✲❞♦♠✐♥é ♣❛r ℓ ❝❛♥❞✐❞❛ts ♦✉ ♣❧✉s ❞❛♥s P ✳
Pr❡✉✈❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ x ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ à ✉♥ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❝❛♥❞✐✲
❞❛ts q✉✐ ❞♦♠✐♥❡♥t x s♦♥t ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♠✐té✳ ❆✐♥s✐✱ ❛✉ ♣❧✉s ℓ− 1 ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞♦♠✐♥❡♥t ❧❡
❝❛♥❞✐❞❛t x✳
■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ x s♦✐t ❞♦♠✐♥é ♣❛r ℓ − 1 ❝❛♥❞✐❞❛ts ♦✉ ♠♦✐♥s✱ ❡t ♦❜s❡r✈♦♥s
❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s❡✉✐❧s s✉✐✈❛♥t ✿ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N, ki = rkP (i, x)✳ ❙❡✉❧s x ❡t ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts
q✉✐ ❧❡ ❞♦♠✐♥❡♥t ♦♥t ✉♥ s❝♦r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ é❣❛❧ à n✳ ❉♦♥❝ x ❡st ♠❡♠❜r❡ ❞✬✉♥ ℓ✲ ❝♦♠✐té
✈❛✐♥q✉❡✉r✳
▲✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ℓ✲❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡st ❝❛✲
r❛❝tér✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳ P♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✱ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t x ❡st ❝❛♥❞✐❞❛t ✈❛✐♥q✉❡✉r ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡ ♣♦✉r P s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ x ❞♦♠✐♥❡ (n− ℓ) ❝❛♥❞✐❞❛ts ♦✉ ♣❧✉s ❞❛♥s P ✳
Pr❡✉✈❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ x s♦✐t ♠❡♠❜r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ t♦✉t ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡t q✉❡ x ♥❡
❞♦♠✐♥❡ q✉❡ (n − ℓ − 1) ❝❛♥❞✐❞❛ts ♦✉ ♠♦✐♥s✳ ❊t ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r s✉✐✈❛♥t ✿ ♣♦✉r t♦✉t
✶✺✼
✺✳ ❱❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
i ∈ N, ki = rkP (i, x) − 1✳ ❆❧♦rs ❧❡ s❝♦r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❞❡ x ❡st ✵ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ℓ
❝❛♥❞✐❞❛ts q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞♦♠✐♥és ♣❛r x ❡t q✉✐ ♣♦ssè❞❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ s❝♦r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♥♦♥
♥✉❧✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s x✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡✳
■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ x ❞♦♠✐♥❡ (n− ℓ) ❝❛♥❞✐❞❛ts ♦✉ ♣❧✉s✱ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ℓ ❝♦♠✐té✱ S✱ t❡❧ q✉❡ S ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ♣❛s x✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉❡ ℓ − 1 ❝❛♥❞✐❞❛ts q✉✐ ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❞♦♠✐♥és ♣❛r x✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❛♥s S ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t q✉✐ ❡st ❞♦♠✐♥é ♣❛r x ❡t x ❞♦✐t ❞♦♥❝
❛♣♣❛rt❡♥✐r à ❝❡ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r✳
❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✺✳✶ ❡t ✺✳✷✱ ❧❡s s✐♥❣❧❡t♦♥s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts q✉✐ s♦♥t ♠❡♠❜r❡s
♣♦ss✐❜❧❡s ♦✉ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❞✬✉♥ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦✜❧ P ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐❞❡♥t✐✜és
❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♥❡ s✬ét❡♥❞ ♣❛s ❛✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✼ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡❧❛ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✼✳ P♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✱ ❞é❝✐❞❡r s✐ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ X ′ ⊆ X ❡st ♠❡♠❜r❡
❞✬✉♥ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ ♣♦✉r ℓ ≥ 3✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✺✱ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ à
♣❛rt✐r ❞✉ 2✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡✳
❊♥ rés✉♠é✱ ❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ t❛✐❧❧❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ✷
❡st ♠❡♠❜r❡ ❞✬✉♥ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳
✺✳✹✳✷ ❆✉tr❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r
❧❡s ❛✉tr❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞é✜♥✐❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s✐✱ ♣♦✉r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ t❛✐❧❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✉ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ✭s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡✮ ❡st ❛✉ss✐ ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ❞✐✣❝✐❧❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r✳ ❆✐♥s✐✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r
✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ t❛✐❧❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s ♠✐♥✐♠❛①✱ AVw✱ ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à s❡✉✐❧s✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✉ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉r ❝❡s rè❣❧❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝♦♠✐té ❡st ✜①é❡ à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ℓ✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧
❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❝❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ♣❛r
❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ ❝♦♠✐tés ❞❡ t❛✐❧❧❡ ℓ✱ à s❛✈♦✐r
(
n
ℓ
)
✳
◆♦✉s ♥❡ s❛✈♦♥s ❞♦♥❝ r✐❡♥ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡
♣♦✉r ❝❡s rè❣❧❡s✳
✶✺✽
✺✳✹✳ ❊♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❧♦rs ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s
rè❣❧❡s ♣rés❡♥té❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✱ ❡t ♠♦♥tr❡r à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳
✺✳✹✳✷✳❛ ❆♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♥❡tt❡
▲✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♥❡tt❡ ❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✱ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t
❡st ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ à é❧✐r❡ ❞❡s ❝♦♠✐tés ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳
P♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♥❡tt❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✽✳ P♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♥❡tt❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st
◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ ♣♦✉r ℓ ≥ 2✳
Pr❡✉✈❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s A ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r ℓ✱ ét✉❞✐♦♥s ❧❡ s❝♦r❡ ❞✬❛♣✲
♣r♦❜❛t✐♦♥ ♥❡tt❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té S✱ ♥♦té NAV (S)✳
NAV (S) =
∑
i∈N
|vi ∩ S| − |v
c
i ∩ S|
=
∑
i∈N
∑
j∈S
|vi ∩ j| − |v
c
i ∩ j|
❖r✱ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ X✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s |vci ∩ j| = 1− |vi ∩ j|✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
NAV (S) =
∑
i∈N
∑
j∈S
2 · |vi ∩ j| − 1
=
∑
i∈N
∑
j∈S
2 · |vi ∩ j| −
∑
i∈N
∑
j∈S
1
= 2 ·
∑
i∈N
∑
j∈S
|vi ∩ j| − n · |S|
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❝❡❝✐ éq✉✐✈❛✉t à ✿
NAV (S) = AV (S)− n · |S|
❆✐♥s✐✱ ❧❡ t❡r♠❡ n · |S|✱ q✉✐ ♣é♥❛❧✐s❡ ❧❡s ❝♦♠✐tés ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✱ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r t♦✉t
❝♦♠✐té ❞❡ t❛✐❧❧❡ ℓ✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ ℓ − NAV (A) = ℓ − AV (A)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ℓ✲❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s A ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡
♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♥❡tt❡ ❞❛♥s A′✳
✺✳✹✳✷✳❜ ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥
▲✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣❛r s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞♦♥t ❧❡ s❝♦r❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♠✐té ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥
♣r❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r
♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳
✶✺✾
✺✳ ❱❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
❚❤é♦rè♠❡ ✶✾✳ P♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣❛r s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r
♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ ♣♦✉r ℓ ≥ 2✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡
♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✳ ❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r
❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts N ✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts
X✱ ✉♥ ♣r♦✜❧ A✱ ❡t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts S ❞❡ t❛✐❧❧❡ ℓ✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r
s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r (ki)i∈N t❡❧ q✉❡ s✐ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t i ❛♣♣r♦✉✈❡ s❡s ki ♠❡✐❧❧❡✉rs ❝❛♥❞✐❞❛ts
❛❧♦rs S ❡st ❧❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♠♦♥tré ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✺✳
❙♦✐t I = (A,N,X, S) ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ♣❛r ❛♣✲
♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ I✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ′ = (A′, N ′, X ′, S′) ❞✉
ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣❛r s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❡♥ ♣♦s❛♥t X ′ = X ❡t
S′ = S✳ ▲❡ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s A′ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ✱
♣♦✉r t♦✉t j ∈ X✱ s✐ j ∈ vi ❛❧♦rs ♥♦✉s ❝ré♦♥s ✉♥ ✈♦t❛♥t k q✉✐ ❛♣♣r♦✉✈❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡
❝❛♥❞✐❞❛t j ✿ vk = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)✱ ♦ù ❧✬✉♥✐q✉❡ ✶ ❡st ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ j✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣r♦✜❧ A′ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡
∑
j∈X App(j) ✈♦t❡s✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t
❡st ❛♣♣r♦✉✈é✳ ▼♦♥tr♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ S ❡st ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r
❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s A s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ S′ ❡st ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r
❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣❛r s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s A′✳
➱t✉❞✐♦♥s ❧❡ s❝♦r❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ S ❞❛♥s A′✱ ♥♦té SAVA′(S)✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✿
SAVA′(S) =
∑
i∈N ′
|v′i ∩ S|
|v′i|
❖r✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ′✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s |v′i| = 1✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
SAVA′(S) =
∑
i∈N ′
|v′i ∩ S|
❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛✉t à ✿
SAVA′(S) =
∑
j∈S
∑
i∈N ′
|v′i ∩ j|
❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I ′✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ X✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❧❡
♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥t i ∈ N ′ t❡❧ q✉❡ |v′i∩ j| = 1 q✉❡ ❞❡ ✈♦t❛♥t i ∈ N t❡❧ q✉❡ |vi∩ j| = 1✳
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ✿
SAVA′(S) =
∑
j∈S
∑
i∈N
|vi ∩ j|
❈❡❝✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✿
SAVA′(S) =
∑
i∈N
|vi ∩ S|
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❝❡❝✐ éq✉✐✈❛✉t à ✿
SAVA′(S) = AVA(S)
✶✻✵
✺✳✹✳ ❊♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s
P✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦♠✐té✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠✐té S
❡st ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s A s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ S ❡st ✉♥ ❝♦♠✐té
✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣❛r s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s A′✳
✺✳✹✳✷✳❝ ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♥❡tt❡
❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♥❡tt❡✱ ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♥❡tt❡ ❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡
❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ à é❧✐r❡ ❞❡s ❝♦♠✐tés
❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❡st ❛✉ss✐
◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✵✳ P♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣❛r s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♥❡tt❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥✲
q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ ♣♦✉r ℓ ≥ 2✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡
♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✳ ❈❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ✶✾✳
❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts N ✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts X✱ ✉♥ ♣r♦✜❧ A✱ ❡t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts S ❞❡ t❛✐❧❧❡ ℓ✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r (ki)i∈N t❡❧
q✉❡ s✐ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t i ❛♣♣r♦✉✈❡ s❡s ki ♠❡✐❧❧❡✉rs ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛❧♦rs S ❡st ❧❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r✳
❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♠♦♥tré ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✺✳
❙♦✐t I = (A,N,X, S) ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ♣❛r ❛♣✲
♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ I✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ′ = (A′, N ′, X ′, S′) ❞✉
ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣❛r s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♥❡tt❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t X ′ = X
❡t S′ = S✳ ▲❡ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s A′ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t
i ∈ N ✱ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ X✱ s✐ j ∈ vi ❛❧♦rs ♥♦✉s ❝ré♦♥s ✉♥ ✈♦t❛♥t k q✉✐ ❛♣♣r♦✉✈❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t j ✿ vk = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)✱ ♦ù ❧✬✉♥✐q✉❡ ✶ ❡st ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ j✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣r♦✜❧ A′ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡
∑
j∈X App(j) ✈♦t❡s✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t
❡st ❛♣♣r♦✉✈é✳ ▼♦♥tr♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ S ❡st ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r
❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s A s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ S′ ❡st ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r
❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣❛r s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♥❡tt❡ ❞❛♥s A′✳
➱t✉❞✐♦♥s ❧❡ s❝♦r❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♥❡tt❡ ❞❡ S ❞❛♥s A′✱ ♥♦té NSAVA′(S)✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s
NSAVA′(S) =
∑
i∈N ′
|v′i ∩ S|
|v′i|
−
|v′ci ∩ S|
|v′ci |
.
❖r✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ′✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s |v′i| = 1 ❡t |v
′c
i | = m− 1✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
NSAVA′(S) =
∑
i∈N ′
|v′i ∩ S| −
|v′ci ∩ S|
m− 1
✶✻✶
✺✳ ❱❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛✉t à ✿
SAVA′(S) =
1
m− 1
·
∑
j∈S
∑
i∈N ′
(m− 1) · |v′i ∩ j| − |v
′c
i ∩ j|
❈♦♠♠❡✱ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ X✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s q✉❡ |v′ci ∩ j| = 1− |v
′
i ∩ j|✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
SAVA′(S) =
1
m− 1
·
∑
j∈S
∑
i∈N ′
(m− 1) · |v′i ∩ j| − (1− |v
′
i ∩ j|)
❈❡❝✐ éq✉✐✈❛✉t à ✿
SAVA′(S) =
m
m− 1
·
∑
j∈S
∑
i∈N ′
|v′i ∩ j| − 1
❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I ′✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ X✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❧❡
♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥t i ∈ N ′ t❡❧ q✉❡ |v′i∩ j| = 1 q✉❡ ❞❡ ✈♦t❛♥t i ∈ N t❡❧ q✉❡ |vi∩ j| = 1✳
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ✿
SAVA′(S) =
m
m− 1
·
∑
j∈S
∑
i∈N
|vi ∩ j| − 1
❈❡❝✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✿
SAVA′(S) =
m
m− 1
·
∑
j∈S
∑
i∈N
|vi ∩ j| − n · |S|
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
SAVA′(S) =
m
m− 1
·AVA(S)− n · |S|
❆✐♥s✐✱ ❧❡ t❡r♠❡ n · |S|✱ q✉✐ ♣é♥❛❧✐s❡ ❧❡s ❝♦♠✐tés ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✱ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r t♦✉t
❝♦♠✐té ❞❡ t❛✐❧❧❡ ℓ✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ ℓ−NSAV (A′) = ℓ−SAV (A)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ℓ✲❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣❛r s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s
A ❡t ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣❛r s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♥❡tt❡ ❞❛♥s A′✳
✺✳✹✳✷✳❞ ❆♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡
▲❡ ❜✉t ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té✱ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✶✳ P♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r
♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ ♣♦✉r ℓ ≥ 2✳
✶✻✷
✺✳✹✳ ❊♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡
♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✱ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✾✳
❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts N ✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts X✱ ✉♥ ♣r♦✜❧ A✱ ❡t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts S ❞❡ t❛✐❧❧❡ ℓ✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r (ki)i∈N t❡❧
q✉❡ s✐ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t i ❛♣♣r♦✉✈❡ s❡s ki ♠❡✐❧❧❡✉rs ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛❧♦rs ❧❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st S✳
❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♠♦♥tré ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✺✳
❙♦✐t I = (A,N,X, S) ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ♣❛r ❛♣✲
♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ I✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ′ = (A′, N ′, X ′, S′) ❞✉ ℓ✲
❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t X ′ = X ❡t S′ = S✳
▲❡ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s A′ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ✱ ♣♦✉r
t♦✉t j ∈ X✱ s✐ j ∈ vi ❛❧♦rs ♥♦✉s ❝ré♦♥s ✉♥ ✈♦t❛♥t k q✉✐ ❛♣♣r♦✉✈❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t
j ✿ vk = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)✱ ♦ù ❧✬✉♥✐q✉❡ ✶ ❡st ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ j✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣r♦✜❧ A′ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡
∑
j∈X App(j) ✈♦t❡s✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t
❡st ❛♣♣r♦✉✈é✳ ▼♦♥tr♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ S ❡st ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r
❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s A s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ S′ ❡st ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r
❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s A′✳
➱t✉❞✐♦♥s ❧❡ s❝♦r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ S ❞❛♥s A′✱ ♥♦té SAVA′(S)✳ P❛r
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿
PAVA′(S) =
∑
i∈N ′
r(|v′i ∩ S|)
❖r✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ′✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s |v′i| = 1✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
PAVA′(S) =
∑
i∈N ′
|v′i ∩ S|
❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛✉t à ✿
PAVA′(S) =
∑
j∈S
∑
i∈N ′
|v′i ∩ j|
❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I ′✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ X✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❧❡
♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥t i ∈ N ′ t❡❧ q✉❡ |v′i∩ j| = 1 q✉❡ ❞❡ ✈♦t❛♥t i ∈ N t❡❧ q✉❡ |vi∩ j| = 1✳
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ✿
PAVA′(S) =
∑
j∈S
∑
i∈N
|vi ∩ j|
❈❡❝✐ q✉✐ éq✉✐✈❛✉t à ✿
PAVA′(S) =
∑
i∈A
|vi ∩ S|
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
PAVA′(S) = AVA(S)
P✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦♠✐té✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠✐té S ❡st
✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s A s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ S ❡st ✉♥ ❝♦♠✐té
✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s A′✳
✶✻✸
✺✳ ❱❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
✺✳✹✳✷✳❡ ❆♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡
▲✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts s♦♥t é❧✉s ❞❡ ❢❛ç♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✷✳ P♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té
✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ ♣♦✉r ℓ ≥ 2✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡
♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✱ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✾✳
❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts N ✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts X✱ ✉♥ ♣r♦✜❧ A✱ ❡t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts S ❞❡ t❛✐❧❧❡ ℓ✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r (ki)i∈N t❡❧
q✉❡ s✐ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t i ❛♣♣r♦✉✈❡ s❡s ki ♠❡✐❧❧❡✉rs ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛❧♦rs ❧❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st S✳
❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♠♦♥tré ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✺✳
❙♦✐t I = (A,N,X, S) ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ♣❛r
❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ I✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ′ = (A′, N ′, X ′, S′)
❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t
X ′ = X ❡t S′ = S✳ ▲❡ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s A′ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ✱ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ X✱ s✐ j ∈ vi ❛❧♦rs ♥♦✉s ❝ré♦♥s ✉♥ ✈♦t❛♥t k q✉✐ ❛♣♣r♦✉✈❡
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t j ✿ vk = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)✱ ♦ù ❧✬✉♥✐q✉❡ ✶ ❡st ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ j✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣r♦✜❧ A′ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡
∑
j∈X App(j) ✈♦t❡s✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t
❡st ❛♣♣r♦✉✈é✳ ▼♦♥tr♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ S ❡st ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r
❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s A s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ S′ ❡st ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r
❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s A′✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ′✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s |v′i| = 1✱ ❧❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ℓ −
SPAV (A′) ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ℓ✲❝❛♥❞✐❞❛ts ❧❡s ♣❧✉s ❛♣♣r♦✉✈és ❞❛♥s A′✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I ′✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ X✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥t
i ∈ N ′ t❡❧ q✉❡ |v′i ∩ j| = 1 q✉❡ ❞❡ ✈♦t❛♥t i ∈ N t❡❧ q✉❡ |vi ∩ j| = 1✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ℓ✲❝❛♥❞✐❞❛ts
❧❡s ♣❧✉s ❛♣♣r♦✉✈és ❞❛♥s A′ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ℓ✲❝❛♥❞✐❞❛ts ❧❡ ♣❧✉s ❛♣♣r♦✉✈és ❞❛♥s A✳ ◆♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ✿
ℓ− SPAV (A′) = ℓ−AV (A)
✺✳✹✳✷✳❢ ❆♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à s❡✉✐❧
❉❛♥s ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à s❡✉✐❧✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉✬✉♥ ❝♦♠✐té r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥
✈♦t❛♥t i s✐ ✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❛ss❡③ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r i✱ s✐♥♦♥ ✐❧ ♥❡ ❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ♣❛s✳ ▲❡
❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳
✶✻✹
✺✳✹✳ ❊♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à s❡✉✐❧ ❝♦♥st❛♥t✱ ❡♥
❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✶✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦♠✐té
S✱ t(S) = 1✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ ℓ − T 1AV ✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té
✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✸✳ P♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à s❡✉✐❧ ❝♦♥st❛♥t ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✶✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té
✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ ♣♦✉r ℓ ≥ 2✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡
♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✱ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✾✳
❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts N ✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts X✱ ✉♥ ♣r♦✜❧ A✱ ❡t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts S ❞❡ t❛✐❧❧❡ ℓ✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r (ki)i∈N t❡❧
q✉❡ s✐ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t i ❛♣♣r♦✉✈❡ s❡s ki ♠❡✐❧❧❡✉rs ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛❧♦rs ❧❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st S✳
❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♠♦♥tré ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✺✳
❙♦✐t I = (A,N,X, S) ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ♣❛r ❛♣✲
♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ I✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ′ = (A′, N ′, X ′, S′) ❞✉
ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à s❡✉✐❧ ❝♦♥st❛♥t ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✶ ❡♥ ♣♦s❛♥t
X ′ = X ❡t S′ = S✳ ▲❡ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s A′ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ✱ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ X✱ s✐ j ∈ vi ❛❧♦rs ♥♦✉s ❝ré♦♥s ✉♥ ✈♦t❛♥t k q✉✐ ❛♣♣r♦✉✈❡
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t j ✿ vk = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)✱ ♦ù ❧✬✉♥✐q✉❡ ✶ ❡st ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ j✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣r♦✜❧ A′ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡
∑
j∈X App(j) ✈♦t❡s✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t
❡st ❛♣♣r♦✉✈é✳ ▼♦♥tr♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ S ❡st ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r
❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s A s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ S′ ❡st ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r
❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à s❡✉✐❧ ❝♦♥st❛♥t ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✶ ❞❛♥s A′✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ′✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s |v′i| = 1✱ ❧❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ℓ −
T 1AV (A′) ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ℓ✲❝❛♥❞✐❞❛ts ❧❡s ♣❧✉s ❛♣♣r♦✉✈és ❞❛♥s A′✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I ′✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ X✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥t
i ∈ N ′ t❡❧ q✉❡ |v′i ∩ j| = 1 q✉❡ ❞❡ ✈♦t❛♥t i ∈ N t❡❧ q✉❡ |vi ∩ j| = 1✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ℓ✲❝❛♥❞✐❞❛ts
❧❡ ♣❧✉s ❛♣♣r♦✉✈és ❞❛♥s A′ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ℓ✲❝❛♥❞✐❞❛ts ❧❡s ♣❧✉s ❛♣♣r♦✉✈és ❞❛♥s A✳ ◆♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ✿
ℓ− T 1AV (A′) = ℓ−AV (A)
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ✐♥tér❡ss♦♥s✲♥♦✉s ❛✉① rè❣❧❡s à s❡✉✐❧ ❝♦♥st❛♥t ❞❡ ✈❛❧❡✉r q✉❡❧❝♦♥q✉❡ k✱ q✉❡
❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ ℓ − T kAV ✱ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st
❛✉ss✐ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✹✳ P♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à s❡✉✐❧ ❝♦♥st❛♥t k✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r
♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ ♣♦✉r ℓ ≥ 2✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡
♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à s❡✉✐❧ ❝♦♥st❛♥t ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✶✳
✶✻✺
✺✳ ❱❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à s❡✉✐❧ ❝♦♥st❛♥t ❞❡
✈❛❧❡✉r ✶ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts N ✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts X✱ ✉♥ ♣r♦✜❧
A✱ ❡t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts S ❞❡ t❛✐❧❧❡ ℓ✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ✈❡❝t❡✉r (ki)i∈N t❡❧ q✉❡ s✐ ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t i ❛♣♣r♦✉✈❡ s❡s ki ♠❡✐❧❧❡✉rs ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛❧♦rs ❧❡
❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st S✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♠♦♥tré ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✸✳
❙♦✐t I ❂ (A,N,X, S) ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à s❡✉✐❧
❝♦♥st❛♥t ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✶✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ I✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s I ′ ❂ (A′, N ′, X ′, S′)✱ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉
ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à s❡✉✐❧ ❝♦♥st❛♥t k ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
• X ′ = X ∪ {d1, . . . , dk−1}
• S′ = S ∪ {d1, . . . , dk−1}
• A′ ✿ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ✱ A′i = Ai ∪ {d1, . . . , dk−1}✳
❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛❥♦✉t❡ k − 1 ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛rt✐✜❝✐❡❧s ❞❛♥s A′ q✉✐ s♦♥t ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦t❛♥ts✳ ▼♦♥tr♦♥s ❛❧♦rs q✉✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ S ❡st ✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r
♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à s❡✉✐❧ ❝♦♥st❛♥t ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✶ ❞❛♥s A s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ S′ ❡st ✉♥
❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à s❡✉✐❧ ❝♦♥st❛♥t k ❞❛♥s A′✳
P♦✉r t♦✉t ❝♦♠✐té C ❞❡ A′ t❡❧ q✉❡ {d1, . . . , dk−1} ⊆ C✱ ♦♥ ❛
|{i ∈ A′ : |v′i ∩ C| ≥ k|}| = |{i ∈ A : |vi ∩ (C \ {d1, . . . , dk−1})| ≥ 1|}|
❝❛r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛rt✐✜❝✐❡❧s s♦♥t ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r t♦✉s ❧❡s ✈♦t❛♥ts✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts r❡♣rés❡♥tés ♣❛r C ❞❛♥s A′ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉✐❧ é❣❛❧ à k ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ✈♦t❛♥ts r❡♣rés❡♥tés ♣❛r (C \ {d1, . . . , dk−1}) ❞❛♥s A ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉✐❧ é❣❛❧ à ✶✳ ❊t ♣✉✐sq✉❡
❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦♠✐té C✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿
ℓ− T kAV (A′) = ℓ−AV (A)
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✐♥tér❡ss♦♥s✲♥♦✉s ❛✉① rè❣❧❡s à s❡✉✐❧s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❧❛ rè❣❧❡ à
s❡✉✐❧ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❛✉ss✐
◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✺✳ P♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à s❡✉✐❧ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r
♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ ♣♦✉r ℓ ≥ 2✳
Pr❡✉✈❡✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♦♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ q✉✬❛✉① ❝♦♠✐tés ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①é❡ ℓ✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r
❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à s❡✉✐❧ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡✱ ❝❡s ❝♦♠✐tés ♣♦ssè❞❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ s❡✉✐❧ é❣❛❧ à ℓ/2✳ ❉♦♥❝✱
ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s✱ ❧❡ ❝♦♠✐té ❞❡ t❛✐❧❧❡ ℓ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à
s❡✉✐❧ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡ ❡st é❣❛❧ ❛✉ ❝♦♠✐té ❞❡ t❛✐❧❧❡ ℓ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à s❡✉✐❧ ❝♦♥st❛♥t
ℓ/2✳
✶✻✻
✺✳✹✳ ❊♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s
P♦✉r rés✉♠é✱ s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ t❛✐❧❧❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ✷ ❡st ✉♥ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡
❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♥❡tt❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣❛r s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✱ ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
♣❛r s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♥❡tt❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ séq✉❡♥✲
t✐❡❧❧❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à s❡✉✐❧ ❝♦♥st❛♥t ❡t ❡♥✜♥ ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à s❡✉✐❧ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡✳
✺✳✹✳✸ ❘és✉♠é
❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ♠✉❧t✐♣❧❡s✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s
q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ ♣♦✉r ℓ ≥ 2✳ P✉✐s ♥♦✉s ❞♦♥✲
♥♦♥s ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♠❡♠❜r❡s ❞✬✉♥ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡
♦✉ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ℓ✲❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ℓ✲❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡
❞❡s rè❣❧❡s ♣rés❡♥té❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s rè❣❧❡s à s❝♦r❡s ❡t à s❡✉✐❧s✳ ◆♦✉s
♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳
✶✻✼

❈❤❛♣✐tr❡ ✻
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
✻✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❏❡ ♠❡ s✉✐s ✐♥tér❡ssé ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ à ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡✳ ■❧
s✬❛❣✐t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥❡ ♣❛r♠✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❡♥ s❡ ❢♦♥❞❛♥t
s✉r ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❣❡♥ts✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❛❣ré❣❡r
❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❡♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é❡ ✐❝✐
❡st ❝❡❧❧❡ ❞✉ ✈♦t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ✈♦t❡✱ ❧❡s ✈♦t❛♥ts ❡①♣r✐♠❡♥t ❧❡✉rs ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ❧❡s
❝❛♥❞✐❞❛ts ✭♦✉ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✮ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❜✉❧❧❡t✐♥s ❞❡ ✈♦t❡ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❞✐✛ér❡♥ts
❢♦r♠❡s✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ✭♦✉ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✮ q✉✐ ❡st ❧❡
♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦♠♣r♦♠✐s ét❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts✳
❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬é❧❡❝t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ▲❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ♦ù
❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ❛♣♣r♦✉✈❡ ❛✉t❛♥t ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts q✉✬✐❧ s♦✉❤❛✐t❡✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❡st ❢réq✉❡♠♠❡♥t
✉t✐❧✐sé ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r é❧✐r❡ ✉♥ ❝♦♠✐té ❞❛♥s ✉♥❡ ✉♥✐✈❡rs✐té ♦✉ ✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡✳
❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts ❡①♣r✐♠é❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s rè❣❧❡s
♣♦✉r ❧❡s ❛❣ré❣❡r ❡♥ ✉♥ ❝❤♦✐① ❝♦♠♠✉♥✳ ❉❡✉① rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ♦♥t été ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ét✉✲
❞✐é❡s✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ♠✐♥✐s✉♠✱ ❡t ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐♠❛①✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sé ❝❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡✱ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ♣♦♥❞éré❡ ✭♦r❞❡r❡❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣✐♥❣✱ ❖❲❆✮✳
❈❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❡st ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s
rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ❡♥tr❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛①✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞✬éq✉✐té✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❧✉s
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssés ❛✉① ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s ❜✐♥❛✐r❡s ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥ts✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs
ét✉❞✐é ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡① ❛❡q✉♦✳
❊♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥é q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥
❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s ❜✐♥❛✐r❡s ❡t ❞é❝r♦✐s✲
✶✻✾
s❛♥ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✈❛✐♥q✉❡✉rs ✶
✭♦✉ ♣❡r❞❛♥ts✮ ♦♥t été ♠✐s❡s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡st ❛♣♣r♦✉✈é ♣❛r
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts s✉♣ér✐❡✉r à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧ ✷✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à t♦✉s ❧❡s ❝♦♠✐tés
✈❛✐♥q✉❡✉rs✳ ❊♥ rés✉♠é✱ ♠✐♥✐s✉♠ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ rè❣❧❡ à ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s ❜✐♥❛✐r❡ ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t
❞♦♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ rè❣❧❡ ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡
❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s s♦♥t ♠♦♥♦t♦♥❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré q✉❡
♠✐♥✐s✉♠ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s ♠♦♥♦t♦♥❡✱ à êtr❡ rés✐st❛♥t❡ à
❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡① ❛❡q✉♦✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥❞✉✐t
✉♥❡ ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝✉❧t✉r❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧❡ ✭❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s
✈♦t❡s✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❣é♥éré ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦✜❧s ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦✲
✜❧s✱ ❥✬❛✐ ❝❛❧❝✉❧é ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ét✉❞✐é❡✳ ■❧ r❡ss♦rt
❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ q✉❡ ♠✐♥✐♠❛① ❡st ❜✐❡♥ ❧❛ rè❣❧❡ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs
❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✳ ▲❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐♠❛① ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ♣♦✐❞s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é✲
♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s rè❣❧❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ▲❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐s✉♠ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡
❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛r✐té ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts✳ ❙✐ ❝❡ ♥♦♠❜r❡
❡st ♣❛✐r✱ ♠✐♥✐s✉♠ ♣♦ssè❞❡ ♣❧✉s ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡① ❛❡q✉♦ q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡s
❖❲❆ ✭❡①❝❡♣té ♠✐♥✐♠❛①✮✱ s✐♥♦♥ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ q✉✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s
rè❣❧❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡s ❖❲❆ r❡t♦✉r♥❡♥t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡①
❛❡q✉♦ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ♠✐♥✐♠❛① ❡t ♠✐♥✐s✉♠✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ♠♦✐♥s ❞❡ ♣♦✐❞s ❛✉
♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡① ❛❡q✉♦✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s ❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✲
♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st ♣❛✐r ♦✉ ✐♠♣❛✐r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ rè❣❧❡ AVw(1)✱
❞é✜♥✐❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳❛✱ ❡st ❢❛❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st ✐♠♣❛✐r✱ ❛❧♦rs
q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st ♣❛✐r✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❛ ❞û êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ❝❛s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛r✐té✳ ▲❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
✈♦t❛♥ts ❡st ♣❛✐r ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st ✐♠♣❛✐r ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s
❧✬ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡① ❛❡q✉♦✱ ❧❛ ♣❛r✐té ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
✈♦t❛♥ts ✐♥✢✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠✳
P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r❛✐ss❡♥t ❢❛✈♦r❛❜❧❡s à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡
♠✐♥✐s✉♠✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✱ rés✐st❛♥t❡ à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ♣♦ssè❞❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
♣❡✉ ❞❡ ❝♦♠✐tés ❡① ❛❡q✉♦ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡✱
❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té à ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠✐tés✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬éq✉✐té ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡
❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡s ❖❲❆✱ q✉✐ s♦♥t ♣❧✉s éq✉✐t❛❜❧❡s✱ s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r ❡t ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡s✳
▲❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ éq✉✐té ❡t ❡✛♦rt ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❡st ré❝✉rr❡♥t ❡♥ ❝❤♦✐①
s♦❝✐❛❧✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡s rés✉❧t❛ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s à ✐♥t❡r♣rét❡r ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞❡
♠✐♥✐s✉♠✱ ♠❛✐s ♣❧✉tôt ❝♦♠♠❡ ✉♥ r❛♣♣❡❧ q✉❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬éq✉✐té ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♥❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ ♣❛s s❛♥s ❝♦ût✳ ▲❡s rè❣❧❡s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠
✶✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts q✉✐ s♦♥t ♠❡♠❜r❡s ❞❡ t♦✉t ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r✳
✷✳ ❈❡ s❡✉✐❧ ❡st (n+ i+ 1)/2✱ ♦ù n ❡t i s♦♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ❡t ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s ❝♦♥s✐❞éré✳
✶✼✵
♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛ttr❛❝t✐✈❡s✳ ❊❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❧✬éq✉✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♥✈♦②é❡✱ t♦✉t ❡♥ ét❛♥t ♠♦✐♥s ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡s q✉❡ ♠✐♥✐♠❛①✳
▲❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈♦t❡ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✈♦t❛♥ts s♦♥t ❡①♣❧✐❝✐té❡s s♦✉s
❢♦r♠❡ ❞✬♦r❞r❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s✱ ❝❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s à ❝♦♠✲
♣❛r❡r ❡t à ♦r❞♦♥♥❡r✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥ été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s
❡♥tr❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ✈✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ▲❛♥❣ ❡t ❳✐❛ ✭✷✵✶✻✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é
❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té q✉❛tr❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐✲
♥❛t♦✐r❡s ✿ ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✱
❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ ❢♦♥❞é❡s s✉r ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ✉♥❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✱ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ❡st
❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❝❡tt❡ rè❣❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ✈♦t❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à ❡①♣r✐♠❡r ♣♦✉r ❧❡s ✈♦t❛♥ts ❝❛r ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳
▲❡s tr♦✐s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s s❡ ❢♦♥❞❡♥t s✉r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✱ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ét✉❞✐é❡s s♦✉s q✉❛tr❡
❛s♣❡❝ts✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ ❧❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés
❛①✐♦♠❛t✐q✉❡s ❡t ❧❡✉r ♠❛♥✐♣✉❧❛❜✐❧✐té✳
❙✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s ❞é❥à q✉❡ ♠✐♥✐♠❛① ❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✱
❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐s✉♠
s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ♥♦✉s ❛♣♣r❡♥❞ r✐❡♥ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❡♥ ❢❛✐t q✉❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✈❡rs ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs
❡①✐st❛♥ts ♣♦✉r ▼❆❳ ❙❆❚ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ r❛t✐♦ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡
♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣r♦✜❧s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s
❝❡s ♠ét❤♦❞❡s r❡♥✈♦✐❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦♣♣♦sé❡s ✸✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡s✉ré
❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rsq✉❡ t♦✉s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ α✱ ❧❡ r❛t✐♦
♠❛①✐♠❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡s s❝♦r❡s ♠✐♥✐s✉♠ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥
séq✉❡♥t✐❡❧ ❡t ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ t❡♥❞ ✈❡rs p✳
P✉✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s
♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❈❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s ♥❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ♣❛s
❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s ❧❛
✸✳ ❈❡❝✐ ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts✱ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s✳
✶✼✶
s❡❝♦♥❞❡ rè❣❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ❝♦♥s✐s✲
t❛♥❝❡ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ♠❛✐s q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ s❡✉❧❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❛♥t❡✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s rè❣❧❡s✱ ❡♥ ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
❝♦♠♠❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ❧❡✉r ❛❞❥♦✐❣♥❛♥t ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡
❞❡s ❡① ❛❡q✉♦✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ♠♦♥tré q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t t♦✉t❡ t❛✐❧❧❡
❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡s tr♦✐s rè❣❧❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡s✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❡st ✉♥
s②stè♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✱ à ❝❛✉s❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✱ q✉✐ ❞❡✲
♠❛♥❞❡ ✉♥ ❡✛♦rt ❝♦❣♥✐t✐❢ é❧❡✈é ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞❡s ✈♦t❛♥ts✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡✳ P❛r♠✐ ❧❡s tr♦✐s ❛✉tr❡s rè❣❧❡s✱ ❧❡ ❝❤♦✐① à ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❞é♣❡♥❞ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st très ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥s
❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❧✐♠✐té❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡❧❧❡ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡
❝r✐tèr❡ ❞✬éq✉✐té✳ ▲❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥✬✐♥tè❣r❡ ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬éq✉✐té
❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❛❞❛♣té❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬éq✉✐té ❡st ✉♥
❝r✐tèr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡s rés✉❧t❛ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ rè❣❧❡ ❧❛ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té❡
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥s ❡t ❞❡s ❝r✐tèr❡s à s❛t✐s❢❛✐r❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ❝r✐tèr❡
❞✬éq✉✐té✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❥❡ ♠❡ s✉✐s ✐♥tér❡ssé à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡s ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✱
♣❧✉s✐❡✉rs q✉❡st✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♣♦s❡r✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t q✉✐ s♦✐t ❝❡rt❛✐♥
❞✬êtr❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s❡r♦♥t ❝♦♠♣❧été❡s ✭✈❛✐♥q✉❡✉r ♥é❝❡ss❛✐r❡✮✱ ♦✉ ❡♥✲
❝♦r❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t✱ ❛✲t✲✐❧ ✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬êtr❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s
s❡r♦♥t ❝♦♠♣❧été❡s ✭✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡✮✳ ❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ♦r❞r❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡s
✈♦t❛♥ts ♥♦✉s s♦♥t ❞♦♥♥és ♠❛✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ✐❣♥♦r❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡s ✈♦t❛♥ts tr❛♥s❢♦r♠❡♥t ❝❡s
♦r❞r❡s ❡♥ ❜✉❧❧❡t✐♥s ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✬✉♥ ✈♦t❛♥t s✉r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ✐❧ ❡st ❝♦♥♥✉ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈♦t❡s ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✐♥❝èr❡s ❡t
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❥❡ ❧✬❛✐ r❛♣♣❡❧é ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✳❛✳ ❆❧♦rs✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❝❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s
♣❛rt✐❡❧❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡
✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ❡t à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✳
P♦✉r ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥✲
❞✐❞❛ts à ❛♣♣r♦✉✈❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡st ✉♥ ✈❛✐♥q✉❡✉r
♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥✐q✉❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ✭❞❡
t❛✐❧❧❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✷✮ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡① ❛❡q✉♦ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❈❡s
❞❡✉① q✉❡st✐♦♥s ♦♥t été ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡
♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts à ❛♣♣r♦✉✈❡r✱ ❛✈❡❝ ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ✉♥❡ ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❝❡tt❡
s✐t✉❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ✈♦t❡ ❡t ❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❡♥tr❡ ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡
❇♦r❞❛ ❡t ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛②❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣❛❣♥❡r✳ ❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ✉♥❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s ✈♦t❛♥ts ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♣✉✐s s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛❧❧♦✇s ❞❛♥s
✶✼✷
✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❣é♥éré ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦✜❧s ❞✬❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡
♠ê♠❡ ♣r♦✜❧ ❞✬♦r❞r❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣❛❣♥❡r
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣❛❣♥❡r
✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ ✵✱✶ ❡t ✵✱✺ ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s ✈♦t❛♥ts✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛
❛✉ss✐ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❛✈❡❝ ❧❡
✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉✬❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❡st ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❇♦r❞❛ ❞❛♥s ♣❧✉s ❞❡ ✼✺✪ ❞❡s ♣r♦✜❧s t✐rés✳
❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t r❡♥❢♦r❝és ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛❧❧♦✇s✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❡♥❞✉ ❝❡s q✉❡st✐♦♥s ❛✉① ✈♦t❡s ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✳
P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s rè❣❧❡s ♣rés❡♥té❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝♦♠✐té à
é❧✐r❡ ♦✉ ♥♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✿
✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞♦♥♥é ❢❛✐t✲✐❧ ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡t ❢❛✐t✲✐❧ ♣❛rt✐❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s
❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ❢❛❝✐❧❡s à
rés♦✉❞r❡✳
P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡✱
✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s♦♥t ✐♥✲
❝♦♠♣❧èt❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❝❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡st
s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬êtr❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❛✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬é❧❡❝t✐♦♥✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡✱ s✐ ❝❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡st ❝❡rt❛✐♥
❞✬êtr❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ❝♦♠♠❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ✈♦t❡ ♥♦✉s
♠♦♥tr❡♥t q✉✬❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❧❛ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❞✬êtr❡ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ✈❛✐♥q✉❡✉r ♥✬❡st ♣❛s
très é❧❡✈é❡ ✭❡♥tr❡ ✵✱✶ ❡t ✵✱✺✮✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉❧t✉r❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧❡✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡
q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞✬♦r❞r❡s t✐rés ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r
♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ✈♦t❡ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s s♦♥t ♠♦✐♥s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é
✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ s❛✈♦✐r s✐ ❝❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té q✉✐ ❛ ✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬êtr❡
✈❛✐♥q✉❡✉r à ❧✬✐ss✉❡ ❞✉ ✈♦t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ✉♥ ❝♦♠✐té ❞♦♥♥é ♣❡✉t
êtr❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r✳
✻✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❝❡rt❛✐♥s ❛s♣❡❝ts ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s ❞✉ ✈♦t❡
♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬é❧❡❝t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✺✮ ♠❛✐s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✲
♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬é❧❡❝t✐♦♥s à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s ✭❝❤❛♣✐tr❡s ✸✱ ✹✱ ✺✮✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s❡ ❞é❣❛❣❡♥t ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s é❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠✐tés ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ ❞❡s ♣❡rs♣❡❝✲
t✐✈❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ à ❝♦✉rt t❡r♠❡ s❡ ❞é❣❛❣❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡s ❖❲❆✳ ❊♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s✳
▲❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ é♥♦♥❝❡ q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ✭à ✈❡❝t❡✉rs ❜✐✲
✶✼✸
♥❛✐r❡s ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥ts✮ ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ✐❧ s✬❛❣✐r❛✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r
q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡♠❡✉r❡ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛✲
♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ rè❣❧❡ ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ✉♥
✈❡❝t❡✉r ♠♦♥♦t♦♥❡ à êtr❡ rés✐st❛♥t❡ à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ s❛✈♦✐r
s✐ ♠✐♥✐s✉♠ r❡st❡ ❧❛ s❡✉❧❡ rè❣❧❡ rés✐st❛♥t❡ à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r♠✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s
ét✉❞✐é❡s✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞✬❡♥tr❡✈♦✐r ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ à ♣❧✉s ❧♦♥❣
t❡r♠❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r
❧❡s ❖❲❆ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛r✐té ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥
❝♦♠✐té ✈❛✐♥q✉❡✉r✱ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧♦rs ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s
s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡① ❛❡q✉♦✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦✉s r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ✈♦t❡ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ♣❛r✐té ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞✉ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❝❡s rè❣❧❡s ❡t ❧❡ ✈♦t❡ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡ ♣❛r❛ît ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣♦✉r ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡r s♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡s
rè❣❧❡s✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦✲
❜❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈❛r✐é❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧ ♣❡✉t ❡①✐st❡r ✉♥
♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✭♠✐♥✐♠❛❧✮ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts à ❛♣♣r♦✉✈❡r ♣❛r ✈♦t❛♥t✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✉♥ r❡s♣❡❝t
❞❡ ❧❛ ♣❛r✐té ❤♦♠♠❡✲❢❡♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠✐té é❧✉✳ ■❧ s❡r❛✐t ❛❧♦rs ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r
❝♦♠♠❡♥t ♥♦s rés✉❧t❛ts s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
❊♥✜♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬éq✉✐té ❞❛♥s ❧❡s é❧❡❝t✐♦♥s à
✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛r ❧✐st❡
❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❧❡❝t♦r❛t✳ ❉❛♥s ❝❡ s②stè♠❡✱
❧❡s ✈♦t❛♥ts ❡①♣r✐♠❡♥t ❧❡✉rs ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ❞❡s ❧✐st❡s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ✭❡t ♥♦♥ s✉r ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts
s❡✉❧s✮✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s é❧❡❝t✐♦♥s
♣♦❧✐t✐q✉❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❇✉♥❞❡st❛❣✱ ♣❛r❧❡♠❡♥t ❛❧❧❡♠❛♥❞✱ ❡st é❧✉ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✹ ❣râ❝❡ à ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❙❛✐♥t❡✲▲❛❣✉ë✱ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✲
♠✐tés ❞♦✐t êtr❡ ♠✐s❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❉❡
♥♦♠❜r❡✉s❡s q✉❡st✐♦♥s s❡ ♣♦s❡♥t q✉❛♥t à ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✳ ■❧ s❡r❛✐t
✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s r❡t♦✉r♥é❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞✉ ✈♦t❡ ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s
❞❡✉① ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s s❡ ❞é❣❛❣❡♥t✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡♥ ✈♦t❡ s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛✲
t♦✐r❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❡✣❝❛❝✐té ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❡t ❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈♦t❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❞❡s rè❣❧❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r
❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
♠❛✐s q✉✐ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❡✉ ❡①♣r❡ss✐✈❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s
s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡♥t à ✉♥ ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t ❞✉ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡✣❝❛❝✐té✲
✹✳ ▲✬é❧❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❇✉♥❞❡st❛❣ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❧✐st❡ ♥✬❡st ✉t✐❧✐sé❡ q✉❡
♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s s✐è❣❡s✳
✶✼✹
❡①♣r❡ss✐✈✐té✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r
❯❝❦❡❧♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ✈✐❛ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣♦♥✲
❞éré❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ét✉❞✐é❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ s♦♥ ❡①♣r❡ss✐✈✐té✱ s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té
❡t s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ■❧ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r s✉r ❝❡s tr♦✐s ♣♦✐♥ts ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♦✉ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱
♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ❞❡s
❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ✐❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❣é✲
♥ér❛❧✐s❡r ❧❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✬❛✉tr❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❖❲❆✳ ❈❡❧❛ ♣♦✉rr❛✐t ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r
♣❧✉s ✜♥❡♠❡♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧✬éq✉✐té ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❡t ❧✬❡✛♦rt ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é✳
▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡st ❧✐é❡ à ❞✐✛ér❡♥ts ❞♦✲
♠❛✐♥❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ❧✐és à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥❡ é❧❡❝t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ♦r❣❛✲
♥✐s❛t❡✉r✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥ ♦r❣❛♥✐s❛t❡✉r ❛✐t ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ ❞é❝✐❞❡r ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts
à ❛♣♣r♦✉✈❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t ❡t q✉✬✐❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té s✉r ❧❡s ❝♦♠✐tés✳ ❖♥
♣❡✉t ❛❧♦rs s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts à ❛♣♣r♦✉✈❡r
q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡♥t s♦♥ ✉t✐❧✐té ❡s♣éré❡✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s
s♦♥t é✈✐❞❡♠❡♥t ❧✐és ❛✉① q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❡♥ s❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✻✳ ■❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r q✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ à ❞❡♠❛♥❞❡r
❛✉① ✈♦t❛♥ts ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❛✈❡❝ ❝❡rt✐t✉❞❡ ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❞❡ ❧✬é❧❡❝t✐♦♥✳
❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ré❝❡♥t✱ ❉✉r❛♥❞ ✭✷✵✶✺✮ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣♦✉r ♠❡✲
s✉r❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡✳ ❚♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
r❡♥❝♦♥tré ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♠♦♥tré❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡s✳ ■❧ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t
❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s✱ ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡
❧❡s ❝♦♠♣❛r❡r✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ét✉❞✐❡r❛ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s
❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡s ❖❲❆✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛ss❡ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♠✐♥✐s✉♠ ✭♥♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✮
à ✉♥❡ rè❣❧❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛① ✭♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✮✳
✶✼✺

❆♥♥❡①❡
Pr❡✉✈❡s ❡t ❡①❡♠♣❧❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸
❊①❡♠♣❧❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳❜
❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✶✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r n = 2q + 1 ❞❡ ✈♦t❛♥t✱ ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r
α ∈ N ✱ 0 ≤ α < q✳ ▲❡ ♣r♦✜❧❡ P ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ (q − α) ✈♦t❡s 00✱ α ✈♦t❡s 10 ❡t q + 1
✈♦t❡s 01✳ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡ 01 s✉r 00 ❡t 10✱ ❡t 00 s✉r 11✳ ❙♦✐t w t❡❧ q✉❡
W0→α ≤Wq→q+α+1 ❡t W0→α+1 > Wq→q+α+2✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
H↓(00) = (1q+α+10q−α) D(00) = W0→q+α+1
H↓(01) = (2α1q−α0q+1) D(01) = 2W0→α +Wα→q
H↓(10) = (2q+11q−α0α) D(10) = 2W0→q+1 +Wq+1→2q−α+1
H↓(11) = (2q−α1q+α+1) D(11) = 2W0→q−α +Wq−α→2q+1
❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r 0 ≤ α < q✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s D(00) < D(11)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
D(01) ≤ D(10)✱ ❡t ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡ 01 s✐ D(01) = D(10)✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s D(01)−D(00) = W0→α −Wq→q+α+1✳ ❆❧♦rs ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st 01✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ❞é♣❛rt❛❣❡
s✐ W0→α = Wq→q+α+1✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬✉♥ ✈♦t❛♥t 00 tr❛♥s❢♦r♠❡ s♦♥ ✈♦t❡ ❡♥ 10✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
H↓(00) = (1q+α+20q−α−1) D(00) = W0→q+α+2
H↓(01) = (2α+11q−α−10q+1) D(01) = 2W0→α+1 +Wα+1→q
H↓(10) = (2q+11q−α−10α+1) D(10) = 2W0→q+1 +Wq+1→2q−α
H↓(11) = (2q−α−11q+α+2) D(11) = 2W0→q−α−1 +Wq−α−1→2q+1
❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r 0 ≤ α < q✱ D(01) < D(10) ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ❙✐ α < q − 1✱ D(00) < D(11)✱
❡t s✐ α = q − 1✱ ❛❧♦rs D(00) = D(11)✱ ❡t ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡ 00✳ ❉❡ ♣❧✉s ♥♦✉s ❛✈♦♥s
D(01) −D(00) = W0→α+1 −Wq→q+α+2✳ ▲❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❞♦♥❝ 00 ❡t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st
ré✉ss✐❡✳
✶✼✼
❊①❡♠♣❧❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳❝
❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✷✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r n = 2q ❞❡ ✈♦t❛♥ts✱ ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r α ∈ N ✱ 0 < α ≤
q✳ ▲❡ ♣r♦✜❧ P ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ (q − α) ✈♦t❡s 00✱ α ✈♦t❡s 10 ❡t q ✈♦t❡s 01✳ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡
❞é♣❛rt❛❣❡ ❢❛✈♦r✐s❡ 01 ❢❛❝❡ à 10✱ ❡t 00 ❢❛❝❡ à 01 ❡t à 10✳ ❙♦✐t w ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s ❝r♦✐ss❛♥t
t❡❧ q✉❡ W0→α < Wq→q+α ❡t W0→α−1 ≥Wq→q+α−1 ✭❡♥ ❢❛✐t W0→α−1 = Wq→q+α−1✱ ♣✉✐sq✉❡
w ❡st ❝r♦✐ss❛♥t✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿
H↓(00) = (1q+α0q−α) D(00) = W0→q+α
H↓(01) = (2α1q−α0q) D(01) = 2W0→α +Wα→q
H↓(10) = (2q1q−α0α) D(10) = 2W0→q +Wq→2q−α
H↓(11) = (2q−α1q+α) D(11) = 2W0→q−α +Wq−α→2q
❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r 0 < α ≤ q✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s D(01) ≤ D(10) ❡t ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡
tr❛♥❝❤❡ ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞❡ 01 s✐ D(01) = D(10)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s✱ ♣♦✉r 0 < α < q✱ D(00) < D(11)✱
❡t s✐ α = q✱ ❛❧♦rs D(00) = D(11)✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s D(01)−D(00) = W0→α −Wq→q+α✱
❡t W0→α < Wq→q+α✳ ❆❧♦rs ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st 01✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥ ✈♦t❛♥t 10 ❝❤❛♥❣❡ s♦♥ ✈♦t❡ ❡♥ 00✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
H↓(00) = (1q+α−10q−α+1) D(00) = W0→q+α−1
H↓(01) = (2α−11q−α+10q) D(01) = 2W0→α−1 +Wα−1→q
H↓(10) = (2q1q−α+10α−1) D(10) = 2W0→q +Wq→2q−α+1
H↓(11) = (2q−α+11q+α−1) D(11) = 2W0→q−α+1 +Wq−α+1→2q
❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r 0 < α ≤ q✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s D(00) < D(11) ❡t D(01) ≤ D(10)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❛✉ss✐ D(01) − D(00) = W0→α−1 − Wq→q+α−1 = 0✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st 00 ❣râ❝❡ ❛✉
❞é♣❛rt❛❣❡ ❛✈❡❝ 01✱ ❡t ❛✈❡❝ 10 s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❡t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ré✉ss✐t❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳❞
❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✸✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r n = 2q + 1 ❞❡ ✈♦t❛♥ts✱ ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r
α ∈ N ✱ 0 ≤ α < q✳ ▲❡ ♣r♦✜❧ P ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ (q−α) ✈♦t❡s 01✱ (α+1) ✈♦t❡s 11 ❡t q ✈♦t❡s
10✳ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡ 10 ❢❛❝❡ à 01 ❡t à 11✳ ❙♦✐t w ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s
❝r♦✐ss❛♥t t❡❧ q✉❡ W0→q−α ≤Wq+1→2q−α ❡t W0→q−α−1 > Wq+1→2q−α−1✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
H↓(00) = (2α+112q−α) D(00) = 2W0→α+1 +Wα+1→2q+1
H↓(01) = (2q1α+10q−α) D(01) = 2W0→q +Wq→q+α+1
H↓(10) = (2q−α1α+10q) D(10) = 2W0→q−α +Wq−α→q+1
H↓(11) = (12q−α0α+1) D(11) = W0→2q−α
❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r 0 ≤ α < q✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s D(11) < D(00) ❡t D(10) ≤ D(01)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❛✉ss✐ D(10) − D(11) = W0→q−α −Wq+1→2q−α✳ ▲❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❞♦♥❝ 10✱ ♣❛r ❞é♣❛rt❛❣❡
❛✈❡❝ 01 s✐ D(10) = D(01)✱ ❡t ❛✈❡❝ 11 s✐ W0→q−α = Wq+1→2q−α✳
✶✼✽
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥ ✈♦t❛♥t 01 ✈♦t❡ 11✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs
H↓(00) = (2α+212q−α−1) D(00) = 2W0→α+2 +Wα+2→2q+1
H↓(01) = (2q1α+20q−α−1) D(01) = 2W0→q +Wq→q+α+2
H↓(10) = (2q−α−11α+20q) D(10) = 2W0→q−α−1 +Wq−α−1→q+1
H↓(11) = (12q−α−10α+2) D(11) = W0→2q−α−1
❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r 0 ≤ α < q✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥❝♦r❡ D(11) < D(00) ❡t D(10) ≤ D(01)✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s D(10) −D(11) = W0→q−α−1 −Wq+1→2q−α−1✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st 11 ❡t ❧❛
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ré✉ss✐❡✱ ❝❛r ❧❡ ✈♦t❛♥t 01 ♣ré❢èr❡ 11 à 10✳
Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✸✳✸✷
Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s n = 2q+1✱ w ❝r♦✐ss❛♥t ❡t ✉♥ ♣r♦✜❧ P t❡❧ q✉❡ AVw✭P ✮6= ♠✐♥✐s✉♠✭P ✮✳
◆♦✉s ♥♦t♦♥s c = minisum(P ) ❡t c′ = w✲❆❱(P )✱ ❞❡✉① ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
♣♦✉r ♠✐♥✐s✉♠ ❡t ♣♦✉r AVw✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st ✐♠♣❛✐r✱ ♠✐♥✐s✉♠ ♣♦ssè❞❡ ✉♥
✉♥✐q✉❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r✱ ❛✐♥s✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s minisum(c′, P )−minisum(c, P ) = α✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
α ≥ 1✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s❝♦r❡s AVw ❞❡ c ❡t ❞❡ c′ ✿
D(c)−D(c′) =
n∑
i=1
wi · (H
↓(c)i −H
↓(c′)i)
❆✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛✐r❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✶✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i ≤ n✱ −α ≤ (H↓(c)i −H↓(c′)i) ≤ α✱ ❡t ❞❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
n∑
i=1
(H↓(c)i −H
↓(c′)i) = −α
❆✐♥s✐ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✵ ✿
n∑
i=1
wi · (H
↓(c)i −H
↓(c′)i) ≤
n∑
i=q+2
α · wi −
q+1∑
i=1
α · wi
▼❛✐s ♣✉✐sq✉❡ c′ = w✲❆❱(P )✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ D(c)−D(c′) ≥ 0✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
0 ≤
n∑
i=q+2
α · wi −
q+1∑
i=1
α · wi
❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡
W0→q+1 ≤Wq+1→2q+1
✶✼✾
Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✸✳✸✹
Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s n = 2q + 1✱ m = 2✱ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r w ❝r♦✐ss❛♥t ❡t ✉♥ ♣r♦✜❧ P t❡❧ q✉❡
AVw(P ) 6= minisum(P )✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s c = minisum(P ) ❡t c′ = w✲❆❱(P )✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡st ✐♠♣❛✐r✱ ♠✐♥✐s✉♠ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r✱ ❛✐♥s✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
minisum(c′, P )−minisum(c, P ) = α✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ α ≥ 1✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ét✉❞✐♦♥s ❧❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s❝♦r❡s AVw ❞❡ c ❡t ❞❡ c′✳ ❆✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡
♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
n∑
i=1
wi · (H
↓(c)i −H
↓(c′)i) ≤
n∑
i=q+2
α · wi −
q+1∑
i=1
α · wi
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù m = 2✱ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❛tt❡✐♥t❡✳ ❉é♠♦♥tr♦♥s✲❧❡
❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❡st ❛tt❡✐♥t❡✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ H↓(c, P )i ∈ [α; 2− α]✱ ♣♦✉r
1 ≤ i ≤ 2q + 1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ i t❡❧ q✉❡ H↓(c, P )i > 2− α✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡
H↓(c, P )1 > 2 − α ❡t ❛✐♥s✐ H↓(c, P )1 − H↓(c′, P )1 > −α ❡t ❧❛ ❜♦r♥❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡
❛tt❡✐♥t❡✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ i t❡❧ q✉❡ H↓(c, P )i < α✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
H↓(c, P )2q+1 < α ❡t ❛✐♥s✐ H↓(c, P )2q+1 −H↓(c′, P )2q+1 < α✱ ❡t ❧❛ ❜♦r♥❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡
❛tt❡✐♥t❡✳
❉♦♥❝✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s H↓(c, P )i ∈ [α; 2−α]✱ ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ 2q+1✱ ❝❡ q✉✐ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡
❛✈❡❝ α = 1 ✭❝❛r α > 0✮✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ H↓(c, P )i = 1✱ ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ 2q+1 ❡t ❛✐♥s✐ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s H↓(c′, P )i = 2✱ ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ q + 1 ❡t H↓(c′, P )i = 0✱ ♣♦✉r q + 2 ≤ i ≤ 2q + 1✳
▼❛✐s s✐ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❝♦♠✐té c¯′✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s H↓(c¯′, P )i = 2✱ ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ q ❡t
H↓(c¯′, P )i = 0✱ ♣♦✉r q + 1 ≤ i ≤ 2q + 1 ❡t c¯′ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r s❝♦r❡ ♠✐♥✐s✉♠ q✉❡ c ✭2q
♣♦✉r c¯′ ❝♦♠♣❛ré à 2q+1 ♣♦✉r c✮✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ c✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡
♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❛tt❡✐♥t❡✳
➱t✉❞✐♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✿
n∑
i=1
wi · (H
↓(c)i −H
↓(c′)i) ≤
n∑
i=q+3
α · wi −
q∑
i=1
α · wi
❆✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛✐r❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♥♦♥ ♣✉s
êtr❡ ❛tt❡✐♥t❡✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ❜♦r♥❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
n∑
i=1
wi · (H
↓(c)i −H
↓(c′)i) ≤
2q∑
i=q+2
α · wi −
q∑
i=1
α · wi
▼❛✐s ♣✉✐sq✉❡ c′ = w✲❆❱(P )✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ D(c)−D(c′) ≥ 0✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
0 ≤
2q∑
i=q+2
α · wi −
q∑
i=1
α · wi
✶✽✵
❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✿
W0→q ≤Wq+1→2q
❉❡✉①✐è♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳❞
❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✹✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r n = 2q + 1 ❞❡ ✈♦t❛♥ts✱ ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r
α ∈ N ✱ 0 ≤ α < q✳ ▲❡ ♣r♦✜❧ P ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q ✈♦t❡s 01✱ α ✈♦t❡s 11 ❡t (q + 1− α) ✈♦t❡s
10✳ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❢❛✈♦r✐s❡ 01 ❢❛❝❡ à 10✱ ❡t 11 ❢❛❝❡ à 01 ❡t à 10✳ ❙♦✐t w ✉♥
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s ❝r♦✐ss❛♥t t❡❧ q✉❡ w2q−α = 0 ❛♥❞ w2q+1−α > 0✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
H↓(00) = (2α12q+1−α) D(00) = 2W0→α +Wα→2q+1
H↓(01) = (2q+1−α1α0q) D(01) = 2W0→q+1−α +Wq+1−α→q+1
H↓(10) = (2q1α0q+1−α) D(10) = 2W0→q +Wq→q+α
H↓(11) = (12q+1−α0α) D(11) = W0→2q+1−α
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♣♦✉r 0 ≤ α < q✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s 0 < D(11) ≤ D(00)✱ ❝❛r w2q+1−α > 0✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❛✉ss✐ D(01) ≤ D(10) ❡t D(01) = 0✱ ❝❛r wq+1 = 0✳ ▲❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❞♦♥❝ 01✱ ❣râ❝❡
❛✉ ❞é♣❛rt❛❣❡ ❛✈❡❝ 10 s✐ D(10) = D(01)✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ❛❧♦rs q✉✬✉♥ ✈♦t❛♥t 10 ✈♦t❡ 11✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s
H↓(00) = (2α+112q−α) D(00) = 2W0→α+1 +Wα+1→2q+1
H↓(01) = (2q−α1α+10q) D(01) = 2W0→q−α +Wq−α→q+1
H↓(10) = (2q1α+10q−α) D(10) = 2W0→q +Wq→q+α+1
H↓(11) = (12q−α0α+1) D(11) = W0→2q−α
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♣♦✉r 0 ≤ α < q✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s D(11) < D(00) ❛♥❞ D(11) = 0✳ ❊t ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❡♥❝♦r❡ q✉❡ D(01) ≤ D(10) ❡t D(01) = 0✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st 11 ❣râ❝❡ ❛✉ ❞é♣❛rt❛❣❡
❛✈❡❝ 01 ❡t ❛✈❡❝ 10 s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ré✉ss✐❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ✈♦t❛♥t 10 ♣ré❢èr❡
11 à 01✳
✶✽✶

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
◆✳ ❆✐❧♦♥✱ ▼✳ ❈❤❛r✐❦❛r ❡t ❆✳ ◆❡✇♠❛♥✳ ✷✵✵✽✱ ✓❆❣❣r❡❣❛t✐♥❣ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿ r❛♥✲
❦✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✔✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆❈▼ ✭❏❆❈▼✮✱ ✈♦❧✳ ✺✺✱ ♥♦ ✺✱ ♣✳ ✷✸✳
❙✳ ❆✐r✐❛✉✱ ❯✳ ❊♥❞r✐ss✱ ❯✳ ●r❛♥❞✐✱ ❉✳ P♦r❡❧❧♦ ❡t ❏✳ ❯❝❦❡❧♠❛♥✳ ✷✵✶✶✱ ✓❆❣❣r❡❣❛t✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
❣r❛♣❤s ✐♥t♦ ✈♦t✐♥❣ ❛❣❡♥❞❛s ✐♥ ♠✉❧t✐✲✐ss✉❡ ❡❧❡❝t✐♦♥s✳✔✱ ❞❛♥s ■❏❈❆■✱ ♣✳ ✶✽✕✷✸✳
❏✳ ❈✳ ❘✳ ❆❧❝❛♥t✉❞ ❡t ❆✳ ▲❛r✉❡❧❧❡✳ ✷✵✶✹✱ ✓❉✐s✫❛♣♣r♦✈❛❧ ✈♦t✐♥❣ ✿ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✔✱ ❙♦❝✐❛❧
❈❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ❲❡❧❢❛r❡✱ ✈♦❧✳ ✹✸✱ ♣✳ ✶✕✶✵✳
●✳ ❆♠❛♥❛t✐❞✐s✱ ◆✳ ❇❛rr♦t✱ ❏✳ ▲❛♥❣✱ ❊✳ ▼❛r❦❛❦✐s ❡t ❇✳ ❘✐❡s✳ ✷✵✶✺✱ ✓▼✉❧t✐♣❧❡ r❡❢❡r❡♥❞❛ ❛♥❞
♠✉❧t✐✇✐♥♥❡r ❡❧❡❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❤❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜✐❧✐t②✔✱ ❞❛♥s
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✵✶✺ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts ❛♥❞ ▼✉❧t✐❛❣❡♥t
❙②st❡♠s✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts ❛♥❞ ▼✉❧t✐❛❣❡♥t ❙②st❡♠s✱ ♣✳
✼✶✺✕✼✷✸✳
❑✳ ❏✳ ❆rr♦✇✳ ✶✾✺✶✱ ✓✶✾✻✸✳ s♦❝✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈❛❧✉❡s✔✱ ❲✐❧❡②✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✳
❍✳ ❆③✐③✱ ❙✳ ●❛s♣❡rs✱ ❏✳ ●✉❞♠✉♥❞ss♦♥✱ ❙✳ ▼❛❝❦❡♥③✐❡✱ ◆✳ ▼❛tt❡✐ ❡t ❚✳ ❲❛❧s❤✳ ✷✵✶✺✱ ✓❈♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♠✉❧t✐✲✇✐♥♥❡r ❛♣♣r♦✈❛❧ ✈♦t✐♥❣✔✱ ❞❛♥s Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✵✶✺ ■♥✲
t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts ❛♥❞ ▼✉❧t✐❛❣❡♥t ❙②st❡♠s✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts ❛♥❞ ▼✉❧t✐❛❣❡♥t ❙②st❡♠s✱ ♣✳ ✶✵✼✕✶✶✺✳
❍✳ ❆③✐③ ❡t ❘✳ ❙❛✈❛♥✐✳ ✷✵✶✻✱ ✓❍❡❞♦♥✐❝ ❣❛♠❡s✔✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙♦❝✐❛❧ ❈❤♦✐❝❡✳
❨✳ ❇❛❝❤r❛❝❤✱ ◆✳ ❇❡t③❧❡r ❡t P✳ ❋❛❧✐s③❡✇s❦✐✳ ✷✵✶✵✱ ✓Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣♦ss✐❜❧❡✲✇✐♥♥❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛✲
t✐♦♥✔✱ ❞❛♥s Pr♦❝✳ ♦❢ ❆❆❆■✲✶✵✳
▼✳ ❇❛❧✐♥s❦✐ ❡t ❘✳ ▲❛r❛❦✐✳ ✷✵✶✶✱ ✓▼❛❥♦r✐t② ❥✉❞❣♠❡♥t✔✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✴▼❛ss✳
❙✳ ❇❛r❜❡rà✳ ✷✵✶✵✱ ❙tr❛t❡❣②✲♣r♦♦❢ s♦❝✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡✱ ✈♦❧✳ ✷✱ ❊❧s❡✈✐❡r✱ ✼✸✶✲✽✸✷ ♣✳✳
❙✳ ❇❛r❜❡r❛✱ ❍✳ ❙♦♥♥❡♥s❝❤❡✐♥ ❡t ▲✳ ❩❤♦✉✳ ✶✾✾✶✱ ✓❱♦t✐♥❣ ❜② ❝♦♠♠✐tt❡❡s✔✱ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✿
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❙♦❝✐❡t②✱ ♣✳ ✺✾✺✕✻✵✾✳
❏✳ ❇❛rt❤♦❧❞✐ ■■■✱ ❈✳ ❆✳ ❚♦✈❡② ❡t ▼✳ ❆✳ ❚r✐❝❦✳ ✶✾✽✾❛✱ ✓❱♦t✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐t ❝❛♥ ❜❡
❞✐✣❝✉❧t t♦ t❡❧❧ ✇❤♦ ✇♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥✔✱ ❙♦❝✐❛❧ ❈❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡✱ ✈♦❧✳ ✻✱ ♥♦ ✷✱ ♣✳ ✶✺✼✕✶✻✺✳
✶✽✸
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❜✐♥❛t♦✐r❡s✱ t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✳
▼✳ ❑❛❧❡❝❤✱ ❙✳ ❑r❛✉s✱ ●✳ ❆✳ ❑❛♠✐♥❦❛ ❡t ❈✳ ❱✳ ●♦❧❞♠❛♥✳ ✷✵✶✶✱ ✓Pr❛❝t✐❝❛❧ ✈♦t✐♥❣ r✉❧❡s ✇✐t❤
♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✔✱ ✶✵t❤✱ ✈♦❧✳ ✷✷✱ ♥♦ ✶✱ ♣✳ ✶✺✶✕✶✽✷✳
❑❡❡♥❡② ❡t ❍✳ ❘❛✐✛❛✳ ✶✾✼✻✱ ❉❡❝✐s✐♦♥s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡②✳
❏✳ ❙✳ ❑❡❧❧②✳ ✶✾✼✼✱ ✓❙tr❛t❡❣②✲♣r♦♦❢♥❡ss ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t s✐♥❣❧❡✈❛❧✉❡❞♥❡ss✔✱
❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✿ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❙♦❝✐❡t②✱ ♣✳ ✹✸✾✕✹✹✻✳
❏✳ ●✳ ❑❡♠❡♥②✳ ✶✾✺✾✱ ✓▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✇✐t❤♦✉t ♥✉♠❜❡rs✔✱ ❉❛❡❞❛❧✉s✱ ✈♦❧✳ ✽✽✱ ♥♦ ✹✱ ♣✳ ✺✼✼✕✺✾✶✳
❉✳ ▼✳ ❑✐❧❣♦✉r✱ ❙✳ ❏✳ ❇r❛♠s ❡t ▼✳ ❘✳ ❙❛♥✈❡r✳ ✷✵✵✻✱ ✓❍♦✇ t♦ ❡❧❡❝t ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♠♠✐tt❡❡
✉s✐♥❣ ❛♣♣r♦✈❛❧ ❜❛❧❧♦t✐♥❣✔✱ ❞❛♥s ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❉❡♠♦❝r❛❝②✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ♣✳ ✽✸✕✾✺✳
▼✳ ❑✐❧❣♦✉r✳ ✷✵✶✵✱ ✓❆♣♣r♦✈❛❧ ❜❛❧❧♦t✐♥❣ ❢♦r ♠✉❧t✐✲✇✐♥♥❡r ❡❧❡❝t✐♦♥s✔✱ ❞❛♥s ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❆♣✲
♣r♦✈❛❧ ❱♦t✐♥❣✱ é❞✐té ♣❛r ❏✳✲❋✳ ▲❛s❧✐❡r ❡t ❘✳ ❙❛♥✈❡r✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ♣✳ ✶✵✺✕✶✷✹✳
❇✳ ❑❧❛✉s✱ ❉✳ ❋✳ ▼❛♥❧♦✈❡ ❡t ❋✳ ❘♦ss✐✳ ✷✵✶✹✱ ✓▼❛t❝❤✐♥❣ ✉♥❞❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✔✱ ❝❛❤✐❡r ❞❡ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▲❛✉s❛♥♥❡✱ ❋❛❝✉❧té ❞❡s ❍❊❈✱ ❉❊❊P✳
❑✳ ❑♦♥❝③❛❦ ❡t ❏✳ ▲❛♥❣✳ ✷✵✵✺✱ ✓❱♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✔✱ ❞❛♥s Pr♦❝✳
■❏❈❆■✲✵✺ ▼✉❧t✐❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r② ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ Pr❡❢❡r❡♥❝❡ ❍❛♥❞❧✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✷✵✳
❙✳ ❑♦♥✐❡❝③♥②✱ ❏✳ ▲❛♥❣ ❡t P✳ ▼❛rq✉✐s✳ ✷✵✵✹✱ ✓❉❛ ✷ ♠❡r❣✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs✔✱ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱
✈♦❧✳ ✶✺✼✱ ♥♦ ✶✱ ♣✳ ✹✾✕✼✾✳
❙✳ ❑♦♥✐❡❝③♥② ❡t ❘✳ P✐♥♦✲Pér❡③✳ ✷✵✶✶✱ ✓▲♦❣✐❝ ❜❛s❡❞ ♠❡r❣✐♥❣✔✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧
▲♦❣✐❝✱ ✈♦❧✳ ✹✵✭✷✮✱ ♣✳ ✷✸✾✕✷✼✵✳
❏✳ ▲❛♥❣✱ ▼✳ ❙✳ P✐♥✐✱ ❋✳ ❘♦ss✐✱ ❉✳ ❙❛❧✈❛❣♥✐♥✱ ❑✳ ❇✳ ❱❡♥❛❜❧❡ ❡t ❚✳ ❲❛❧s❤✳ ✷✵✶✶✱ ✓❲✐♥♥❡r
❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ✈♦t✐♥❣ tr❡❡s ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✈♦t❡s✔✱ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts ❛♥❞ ▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t ❙②st❡♠s✳ ❚♦ ❛♣♣❡❛r✳
❏✳ ▲❛♥❣ ❡t ▲✳ ❳✐❛✳ ✷✵✶✻✱ ✓❱♦t✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥s✔✱ ✳
✶✽✼
❆✳ ▲❛r✉❡❧❧❡ ❡t ❋✳ ❱❛❧❡♥❝✐❛♥♦✳ ✷✵✶✷✱ ✓◗✉❛t❡r♥❛r② ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ✈♦t✐♥❣ r✉❧❡s✔✱ ❙♦❝✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡
❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡✱ ✈♦❧✳ ✸✽✱ ♥♦ ✸✱ ♣✳ ✹✸✶✕✹✺✹✳
❏✳✲❋✳ ▲❛s❧✐❡r✳ ✷✵✵✾✱ ✓❚❤❡ ❧❡❛❞❡r r✉❧❡ ✕ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ str❛t❡❣✐❝ ❛♣♣r♦✈❛❧ ✈♦t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡
❡❧❡❝t♦r❛t❡✔✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ P♦❧✐t✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✷✶✱ ♣✳ ✶✶✸✕✶✸✻✳
❏✳✲❋✳ ▲❛s❧✐❡r ❡t ▼✳ ❘✳ ❙❛♥✈❡r✳ ✷✵✶✵✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦♥ ❛♣♣r♦✈❛❧ ✈♦t✐♥❣✱ ❙♣r✐♥❣❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✫
❇✉s✐♥❡ss ▼❡❞✐❛✳
❏✳✲❋✳ ▲❛s❧✐❡r ❡t ❘✳ ❙❛♥✈❡r✳ ✓❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❛♣♣r♦✈❛❧ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡✔✱ ❞❛♥s ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❆♣♣r♦✈❛❧
❱♦t✐♥❣✱ é❞✐té ♣❛r ❏✳✲❋✳ ▲❛s❧✐❡r ❡t ❘✳ ❙❛♥✈❡r✱ ❙♣r✐♥❣❡r✳
❘✳ ▲❡●r❛♥❞✱ ❊✳ ▼❛r❦❛❦✐s ❡t ❆✳ ▼❡❤t❛✳ ✷✵✵✼✱ ✓❙♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛①
s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛♣♣r♦✈❛❧ ✈♦t✐♥❣✔✱ ❆❆▼❆❙✱ ♣✳ ✶✾✽✳
▼✳ ▲✐✱ ❇✳ ▼❛ ❡t ▲✳ ❲❛♥❣✳ ✶✾✾✾✱ ✓❋✐♥❞✐♥❣ s✐♠✐❧❛r r❡❣✐♦♥s ✐♥ ♠❛♥② str✐♥❣s✔✱ ❞❛♥s Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
♦❢ ❆❈▼✲✾✾✳
■✳ ▼❝▲❡❛♥ ❡t ❆✳ ❇✳ ❯r❦❡♥✳ ✶✾✾✺✱ ❈❧❛ss✐❝s ♦❢ s♦❝✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼✐❝❤✐❣❛♥ Pr❡ss✳
❘✳ ▼❡✐r✱ ❆✳ Pr♦❝❛❝❝✐❛✱ ❏✳ ❘♦s❡♥s❝❤❡✐♥ ❡t ❆✳ ❩♦❤❛r✳ ✷✵✵✽❛✱ ✓❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ str❛t❡❣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r
✐♥ ♠✉❧t✐✲✇✐♥♥❡r ❡❧❡❝t✐♦♥s✔✱ ❏✳ ❆rt✐❢✳ ■♥t❡❧❧✳ ❘❡s✳✭❏❆■❘✮✱ ✱ ♥♦ ✸✸✱ ♣✳ ✶✹✾✕✶✼✽✳
❘✳ ▼❡✐r✱ ❆✳ ❉✳ Pr♦❝❛❝❝✐❛✱ ❏✳ ❙✳ ❘♦s❡♥s❝❤❡✐♥ ❡t ❆✳ ❩♦❤❛r✳ ✷✵✵✽❜✱ ✓❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ str❛t❡❣✐❝
❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ♠✉❧t✐✲✇✐♥♥❡r ❡❧❡❝t✐♦♥s✳✔✱ ❏✳ ❆rt✐❢✳ ■♥t❡❧❧✳ ❘❡s✳✭❏❆■❘✮✱ ✈♦❧✳ ✸✸✱ ♣✳ ✶✹✾✕✶✼✽✳
❇✳ ▲✳ ▼♦♥r♦❡✳ ✶✾✾✺✱ ✓❋✉❧❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✔✱ ❆♠❡r✐❝❛♥ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❘❡✲
✈✐❡✇✱ ✈♦❧✳ ✽✾✱ ♥♦ ✵✹✱ ♣✳ ✾✷✺✕✾✹✵✳
❍✳ ▼♦✉❧✐♥✳ ✷✵✵✷✱ ✓❆①✐♦♠❛t✐❝ ❝♦st ❛♥❞ s✉r♣❧✉s s❤❛r✐♥❣✔✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞
✇❡❧❢❛r❡✱ ✈♦❧✳ ✶✱ ♣✳ ✷✽✾✕✸✺✼✳
❏✳ ❋✳ ◆❛s❤ ❏r✳ ✶✾✺✵✱ ✓❚❤❡ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✔✱ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✿ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝
❙♦❝✐❡t②✱ ♣✳ ✶✺✺✕✶✻✷✳
▼✳ ◆✉ñ❡③✳ ✷✵✶✵✱ ✓❈♦♥❞♦r❝❡t ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ❛♣♣r♦✈❛❧ ✈♦t✐♥❣ ✿ ❛ ❝♦✉♥t❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❧❛r❣❡
♣♦✐ss♦♥ ❣❛♠❡s✔✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ P♦❧✐t✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✷✷✱ ♣✳ ✻✹✕✽✹✳
▼✳ ❏✳ ❖s❜♦r♥❡ ❡t ❆✳ ❘✉❜✐♥st❡✐♥✳ ✶✾✾✹✱ ❆ ❝♦✉rs❡ ✐♥ ❣❛♠❡ t❤❡♦r②✱ ▼■❚ ♣r❡ss✳
❱✳ P❛s❝❤♦s✳ ✷✵✵✹✱ ✓❈♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✔✱ ✳
❆✳ Pr♦❝❛❝❝✐❛✱ ❘✳ ▼❡✐r ❡t ❆✳ ❩♦❤❛r✳ ✷✵✵✽❛✱ ✓❖♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✔✱ ❙♦❝✐❛❧ ❈❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ❲❡❧❢❛r❡✱ ✱ ♥♦ ✸✵✭✸✮✱ ♣✳ ✸✺✸✕✸✻✷✳
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♠❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❉♦❞❣s♦♥ ❛♥❞ ❨♦✉♥❣ ❡❧❡❝t✐♦♥s✱ ❈✐t❡s❡❡r✳
❆✳ ❉✳ Pr♦❝❛❝❝✐❛✱ ❏✳ ❙✳ ❘♦s❡♥s❝❤❡✐♥ ❡t ❆✳ ❩♦❤❛r✳ ✷✵✵✽❜✱ ✓❖♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✔✱ ❙♦❝✐❛❧ ❈❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ❲❡❧❢❛r❡✱ ✈♦❧✳ ✸✵✱ ♥♦ ✸✱ ♣✳ ✸✺✸✕✸✻✷✳
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❏✳ ❘♦t❤❡✱ ❍✳ ❙♣❛❦♦✇s❦✐ ❡t ❏✳ ❱♦❣❡❧✳ ✷✵✵✸✱ ✓❊①❛❝t ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✇✐♥♥❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r
②♦✉♥❣ ❡❧❡❝t✐♦♥s✔✱ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❙②st❡♠s✱ ✈♦❧✳ ✸✻✱ ♥♦ ✹✱ ♣✳ ✸✼✺✕✸✽✻✳
❚✳ ❙❛♥❞❤♦❧♠✱ ❑✳ ▲❛rs♦♥✱ ▼✳ ❆♥❞❡rss♦♥✱ ❖✳ ❙❤❡❤♦r② ❡t ❋✳ ❚♦❤♠é✳ ✶✾✾✾✱ ✓❈♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✇♦rst ❝❛s❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s✔✱ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✶✶✶✱ ♥♦ ✶✱ ♣✳ ✷✵✾✕✷✸✽✳
▼✳ ❘✳ ❙❛♥✈❡r ❡t ❲✳ ❙✳ ❩✇✐❝❦❡r✳ ✷✵✶✷✱ ✓▼♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ t♦
✐rr❡s♦❧✉t❡ s♦❝✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡ r✉❧❡s✔✱ ❙♦❝✐❛❧ ❈❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ❲❡❧❢❛r❡✱ ✈♦❧✳ ✸✾✱ ♥♦ ✷✲✸✱ ♣✳ ✸✼✶✕✸✾✽✳
▼✳ ❆✳ ❙❛tt❡rt❤✇❛✐t❡✳ ✶✾✼✺✱ ✓❙tr❛t❡❣②✲♣r♦♦❢♥❡ss ❛♥❞ ❛rr♦✇✬s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿ ❊①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠s ❢♦r ✈♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✔✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r②✱ ✈♦❧✳ ✶✵✱ ♥♦ ✷✱ ♣✳ ✶✽✼✕✷✶✼✳
▼✳ ❙❡rt❡❧ ❡t ❇✳ ❨✙❧♠❛③✳ ✶✾✾✾✱ ✓❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t❛r✐❛♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ✐s ♠❛❥♦r✐t❛r✐❛♥✲♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❞
s✉❜❣❛♠❡✲♣❡r❢❡❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜❧❡✔✱ ❙♦❝✐❛❧ ❈❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ❲❡❧❢❛r❡✱ ✈♦❧✳ ✶✻✱ ♥♦ ✹✱ ♣✳ ✻✶✺✕✻✷✼✳
▲✳ ❙✳ ❙❤❛♣❧❡②✳ ✶✾✺✷✱ ✓❆ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ♥✲♣❡rs♦♥ ❣❛♠❡s✔✱ ❝❛❤✐❡r ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❉❚■❈ ❉♦❝✉♠❡♥t✳
❋✳ ❙✐♠♠♦♥s✳ ✷✵✵✶✱ ✓Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦✈❛❧ ✈♦t✐♥❣✔✱ ❘❡tr✐❡✈❡❞ ▼❛②✱ ✈♦❧✳ ✷✶✱ ♣✳ ✷✵✵✾✳
❋✳ ❉✳ ❙✐♥♦♣♦❧✐✱ ❇✳ ❉✉tt❛ ❡t ❏✳✲❋✳ ▲❛s❧✐❡r✳ ✷✵✵✻✱ ✓❆♣♣r♦✈❛❧ ✈♦t✐♥❣ ✿ t❤r❡❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳✔✱ ■♥t❡r✲
♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ●❛♠❡ ❚❤❡♦r②✱ ✈♦❧✳ ✸✺✱ ♥♦ ✶✱ ♣✳ ✷✼✕✸✽✳
P✳ ❙❦♦✇r♦♥✱ P✳ ❋❛❧✐s③❡✇s❦✐ ❡t ❏✳ ▲❛♥❣✳ ✷✵✶✺✱ ✓❋✐♥❞✐♥❣ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ s❡t ♦❢ ✐t❡♠s ✿ ❋r♦♠
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠✉❧t✐r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ❣r♦✉♣ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥✔✱ ❞❛♥s Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❆❆❆■✲
✶✺✳
❆✳ ❙❧✐♥❦♦ ❡t ❙✳ ❲❤✐t❡✳ ✷✵✶✵✱ ✓Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ str❛t❡❣✐❝ ✈♦t❡rs✔✱ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ P♦❧✐t✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✷✷✱ ♥♦ ✸✱ ♣✳ ✸✵✶✕✸✸✷✳
❆✳ ❉✳ ❚❛②❧♦r✳ ✷✵✵✺✱ ❙♦❝✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✲
✈❡rs✐t② Pr❡ss✳
❏✳ ❯❝❦❡❧♠❛♥✱ ❨✳ ❈❤❡✈❛❧❡②r❡✱ ❯✳ ❊♥❞r✐ss ❡t ❏✳ ▲❛♥❣✳ ✷✵✵✾✱ ✓❘❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s
✈✐❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣♦❛❧s✔✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▲♦❣✐❝ ◗✉❛rt❡r❧②✱ ✈♦❧✳ ✺✺✱ ♥♦ ✹✱ ♣✳ ✸✹✶✕✸✻✶✳
▲✳ ❳✐❛ ❡t ❱✳ ❈♦♥✐t③❡r✳ ✷✵✵✽✱ ✓❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ♥❡❝❡ss❛r② ✇✐♥♥❡rs ✉♥❞❡r ❝♦♠♠♦♥
✈♦t✐♥❣ r✉❧❡s ❣✐✈❡♥ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡rs✔✱ ❞❛♥s Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❆❆❆■✲✵✽✱ ♣✳ ✶✾✻✕✷✵✶✳
▲✳ ❳✐❛✱ ❏✳ ▲❛♥❣ ❡t ❏✳ ▼♦♥♥♦t✳ ✷✵✶✶✱ ✓P♦ss✐❜❧❡ ✇✐♥♥❡rs ✇❤❡♥ ♥❡✇ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❥♦✐♥ ✿ ◆❡✇
r❡s✉❧ts ❝♦♠✐♥❣ ✉♣ ✦✔✱ ❞❛♥s ✶✵t❤✱ ♣✳ ✽✷✾✕✽✸✻✳
❘✳ ❨❛❣❡r✳ ✓❖♥ ♦r❞❡r❡❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ ♠✉❧t✐❝r✐t❡r✐❛ ❞❡❝✐s✐♦♥✲
♠❛❦✐♥❣✔✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ♦♥ ❙②st❡♠s✱ ▼❛♥ ❛♥❞ ❈②❜❡r♥❡t✐❝s✳
❘✳ ❨❛❣❡r✳ ✶✾✾✸✱ ✓❋❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❖❲❆ ♦♣❡r❛t♦rs✔✱ ❋✉③③② s❡ts ❛♥❞ s②st❡♠s✱ ✱ ♥♦ ✺✾✭✷✮✱ ♣✳
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❘✳ ❨❛❣❡r ❡t ❏✳ ❑❛❝♣r③②❦✳ ✶✾✾✼✱ ❚❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs ✿ t❤❡♦r② ❛♥❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❑❧✉✇❡r ❆❝❛❞❡♠✐❝ P✉❜❧✐s❤❡rs✳
✶✽✾
❍✳ P✳ ❨♦✉♥❣✳ ✶✾✼✼✱ ✓❊①t❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥❞♦r❝❡t✬s r✉❧❡✔✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✈♦❧✳ ✶✻✱
♥♦ ✷✱ ♣✳ ✸✸✺✕✸✺✸✳
❍✳ P✳ ❨♦✉♥❣ ❡t ❆✳ ▲❡✈❡♥❣❧✐❝❦✳ ✶✾✼✽✱ ✓❆ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞♦r❝❡t✬s ❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r✐♥✲
❝✐♣❧❡✔✱ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✸✺✱ ♥♦ ✷✱ ♣✳ ✷✽✺✕✸✵✵✳
✶✾✵
❘és✉♠é ✿ ▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❛s♣❡❝ts ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳
■❧ s✬❛❣✐t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ❡♥❥❡✉① ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧s s♦✉❧❡✈és ♣❛r ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r
❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥s ✈❛r✐és✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❥✬✉t✐❧✐s❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❝♦♠♠❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐✣❝✐❧❡s à rés♦✉❞r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❥✬ét✉❞✐❡ ❛✉ss✐ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧✱ ♣✉✐sq✉❡ ❥✬❛❜♦r❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❛①✐♦♠❛✲
t✐q✉❡s ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s q✉❡st✐♦♥s ❢♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡
❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧✬ét✉❞❡ s❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡s é❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠✐tés ❡t ❧❡s ré❢ér❡♥❞✉♠s ♠✉❧t✐♣❧❡s
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳ ❏❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ✈♦t❡✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❥❡
❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❞✐✣❝✐❧❡✳ P✉✐s ❥✬ét✉❞✐❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s✱
❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❛♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡s ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❡t ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳
❊♥✜♥✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❡① ❛❡q✉♦ ❡st ❛❜♦r❞é❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳
❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ❥❡ ♣♦rt❡ ♠♦♥ ❛tt❡♥t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛✲
t✐♦♥ s✉r ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✳ ❉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✈♦t❡ s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s✱ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❞❡s
♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❏✬ét✉❞✐❡ ❛❧♦rs ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s✱ ♣✉✐s ❥❡ ♠♦♥tr❡
❧❡✉r ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❥❡ ♠❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ✈♦t❡ ❛✈❡❝ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ❞❡ ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♣r❡♠✐❡r✱ ❥✬❡①♣❧♦r❡ ❝❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦✉r ❧❡ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉r ✉♥✐q✉❡✱ ❡♥ ♦❜t❡♥❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té
♣♦s✐t✐❢s ❡t ♥é❣❛t✐❢s✳ P✉✐s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❛♣♣♦rt❡ ❞❡s é❝❧❛✐r❝✐ss❡♠❡♥ts s✉r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞✉
✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣r♦✉✈és ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ✈♦t❛♥t✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ✈♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ à ✈❛✐♥q✉❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❥❡ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈❛✐♥q✉❡✉r
♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s rè❣❧❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳
▼♦ts✲❝❧és ✿ ❈❤♦✐① s♦❝✐❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧✱ ❱♦t❡ ♣❛r ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥✱ ➱❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠✐tés✱ ❉♦♠❛✐♥❡s
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✱ Pré❢ér❡♥❝❡s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✱ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
❆❜str❛❝t: ❚❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❛♣♣r♦✈❛❧ ✈♦t✐♥❣✳ ▼♦st
♦❢ t❤❡ ✇♦r❦s ❛r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐ss✉❡s r❛✐s❡❞ ❜② ❛♣♣r♦✈❛❧ ✈♦t✐♥❣✱ ✐♥ ♠❛♥②
❞✐✛❡r❡♥t s❡tt✐♥❣s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ■ ✉s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧✐❦❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♠❛♥②
♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ s♦❧✈❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛♣♣r♦✈❛❧ ✈♦t✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ■ ❛❧s♦ st✉❞② s♦♠❡ q✉❡st✐♦♥s
t❤❛t ❛r❡ ♠♦r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡ t❤❡♦r②✱ s✉❝❤ ❛s ♠❛♥✐♣✉❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
❛♣♣r♦✈❛❧ ✈♦t✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳
❋✐rst❧②✱ ■ st✉❞② ❛♣♣r♦✈❛❧ ✈♦t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦♠♠✐tt❡❡ ❡❧❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡❢❡r❡♥❞❛✳
❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❢❛♠✐❧② ♦❢ r✉❧❡s ✐s s✉❣❣❡st❡❞✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ■ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✇✐♥♥❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
❞✐✣❝✉❧t✳ ◆❡①t✱ ■ ❡①♣❧♦r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡ r✉❧❡s✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ❛❞❛♣t t♦ ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈♦t❡rs ♦r ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛❧❧♦✇
✉s t♦ ❣❡t s♦♠❡ ✐♥s✐❣❤ts ❛❜♦✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦✲✇✐♥♥✐♥❣ ❝♦♠♠✐tt❡❡s✳
❙❡❝♦♥❞❧②✱ ■ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣✱ ❛♣♣r♦✈❛❧ ✈♦t✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥s✳ ◆❡✇ ♠❡t❤♦❞s
❛r❡ s✉❣❣❡st❡❞ ❢♦r ❤♦✇ t♦ ✉s❡ ❛♣♣r♦✈❛❧ ✈♦t✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳ ❋✐rst✱ ■ st✉❞② t❤❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛♥❞ t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ■ st✉❞② ❛♣♣r♦✈❛❧ ✈♦t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ✇✐♥♥❡r
❛♣♣r♦✈❛❧ ✈♦t✐♥❣✱ ■ st✉❞② t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ♥❡❝❡ss❛r② ✇✐♥♥❡rs ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡② ❧❡❛❞ t♦
s♦♠❡ q✉❡st✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❡❛s② t♦ s♦❧✈❡ ❛♥❞ s♦♠❡ t❤❛t ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t✳ ❚❤❡♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞②
✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❛♣♣r♦✈❛❧ ✈♦t✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s t❤❛t ❛r❡
❛♣♣r♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ✈♦t❡rs✳ ❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐♥♥❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r ❛❧❧ t❤❡
r✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠✉❧t✐✲✇✐♥♥❡r ❛♣♣r♦✈❛❧ ✈♦t✐♥❣✳
❑❡② ✇♦r❞s: ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦❝✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡✱ ❆♣♣r♦✈❛❧ ✈♦t✐♥❣✱ ❈♦♠♠✐tt❡❡ ❡❧❡❝t✐♦♥s✱ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧
❞♦♠❛✐♥s✱ ■♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
  
  
 
 
 
 
 
Résumé 
 
L'objet de cette thèse est l'étude des aspects 
algorithmiques du vote par approbation. Il 
s'agit principalement d'une étude théorique 
des enjeux computationnels soulevés par le 
vote par approbation dans des contextes de 
décisions variés. Cependant, j'étudie aussi 
des questions plus proches de la théorie 
classique du choix social et je conduis de 
brèves études expérimentales. 
Dans un premier temps, l'étude se porte sur 
une famille générale de règles de vote pour 
les élections de comités et les référendums 
multiples à l'aide du vote par approbation.  
Dans un second temps, je porte mon 
attention sur un contexte plus général, le vote 
par approbation sur domaines combinatoires 
en se basant sur des préférences 
conditionnelles.  
Finalement, je me place dans le cadre du 
vote avec préférences incomplètes pour 
étudier les problèmes de vainqueurs 
possibles et nécessaires dans le vote par 
approbation. 
 
 
 
Mots Clés 
 
Choix social computationnel, Vote par 
approbation,  Election de comités, Domaines 
combinatoires, Préférences incomplètes, 
Complexité algorithmique, Manipulation. 
Abstract 
 
The subject of this thesis is the study of 
computational aspects of approval voting. 
Most of the works are theoretical results 
about computational issues raised by 
approval voting, in many different settings. 
However, I also study some questions that 
are more related to classical choice theory, 
and some problems are investigated through 
experimental analysis. 
Firstly, I study a general family of rules for 
approval voting in the context of committee 
elections and multiple referenda.  
Secondly, I focus on a more general setting, 
approval voting in combinatorial domains, 
based on conditional preferences. 
 Finally, I consider approval voting in the 
context of incomplete preferences, to study 
the possible and necessary winner problems.
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